
М е х а н и к а
УДК 539.3 DOI: 10.31429/vestnik-17-1-1-42-48

К ИССЛЕДОВАНИЮ СОСТОЯНИЯ СИСТЕМЫ
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Abstract. The method for studying the boundary value problems modeling multilayer structures
with multiple interlayer bulkheads, developed in the works of scientists of the SSC RAS and KubSU,
is generalized in this paper to the vector case of a general spatial problem.A complementary
approach is presented, allowing analyzing the result of vertical and shearing effectson partitionsof
ore formation. As a substrate and a coating layer, we consider homogeneous elastic layers that
possess the same physical and mechanical properties but have different thicknesses.The boundary
of the coating layer is considered free of stress. Linear static equations for the Kirchhoff plate
system are used to describethe state of the ore formation. The block element method used in
the work allowed us to reduce the boundary value problem for two elastic layers separated by a
plate with a set of parallel linear holes to a system of integral equations of the Fredholm type
solvableby the integral factorization method. The described approach can be applied to the study
of different-sized block structures on other scales.

Keywords: multilayer structure, Kirchhoff plates, normal and shear stresses, block element
method, system of integral equations, integral factorization method.

Введение

При проектировании разработки место-
рождений и добыче полезных ископаемых
подземным способом всегда стоит зада-
ча оценки устойчивости пород в выработ-
ках. Огромное многообразие инженерно-
геологических особенностей подземных гор-
ных выработок стимулирует разработку раз-
личных подходов, направленных на поддер-
жание их в устойчивом состоянии в пери-
од эксплуатации. Решению данной пробле-
мы посвящены многочисленные инженерные
исследования [1–4]. Однако создание теории
устойчивости подземных выработок требу-
ет многостороннего изучения напряженно-
деформированного состояния разрабатывае-
мого массива и новых подходов и методов,
позволяющих описывать и анализировать
его особенности. Разработка таких методов —
чрезвычайно важная задача для мониторин-
га структур и конструкций подобного вида.
Сложность проблемы определяется наличием
многих факторов, влияющих на прочностные

свойства подземного сооружения, содержа-
щего множество параллельных штолен и пе-
регородок разной ширины, причем свойства
материала перегородок могут изменяться. Си-
стема подвержена воздействию внутренних
статических и динамических нагрузок, свя-
занных с изменением размеров штолен в про-
цессе производственной деятельности. Про-
исходит перераспределение напряжений на
перегородках, а также изменяется отвисание
кровли штолен. Может иметь место медлен-
ное движение литосферных структур коры
Земли, а также периодические приливные воз-
действия Луны, обычно не учитываемые.

Работы [5–7] представляют новый под-
ход к решению проблемы оценки прочност-
ных характеристик сооружений, включаю-
щих элементы типа межслойных перебо-
рок. Каждая из этих работ посвящена той
или иной стороне исследования напряженно-
деформированного состояния различных зон
сооружения. Однако рассматриваются ска-
лярные задачи, описывающие поведение пла-
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ста под воздействием вертикальных нагрузок.
Следует особо выделить работу [6], которая
представляет метод, позволяющий оценивать
характеристики и штолен, и перегородок од-
новременно для произвольного их числа, и
является пионерской в данной области.

В настоящей работе кратко излагается до-
полняющий подход, позволяющий охватить и
векторный пространственный случай задачи.

1. Постановка задачи

При постановке задачи в векторном слу-
чае кратко дадим обобщение скалярных по-
становок задач [5–7]. Вскрытый системой про-
тяженных параллельных подземных штолен
пласт породы толщиной ℎ моделируется со-
вокупностью пластин Кирхгофа между де-
формируемыми слоями (толщина верхнего
𝐻1, нижнего — 𝐻2), для которых могут при-
ниматься модели основания Винклера, ли-
нейно упругой среды [7] и более сложные
модели, учитывающие пространственный ха-
рактер процессов, происходящих в деформи-
руемом основании. Считается, что ℎ ≪ 𝐻𝑘

(𝑘 = 1, 2).
Пусть координатная плоскость 𝑥1𝑂𝑥2 рас-

положена с общей срединной плоскости моде-
лирующих рудный пласт пластин. При этом
𝑁 протяженных штолен, вскрывающих пласт,
располагаются параллельно оси 𝑂𝑥1. Ось 𝑂𝑥3
перпендикулярна срединной плоскости пла-
стин.

Для исследования напряженно-деформи-
рованного состояния породного массива, вме-
щающего горные выработки, последний мо-
делируется блочной структурой, состоящей
из разноразмерных блоков. В работе [5] пред-
ставлен способ сведения скалярной краевой
задачи для двух деформируемых слоев, раз-
деленных пластиной, включающей совокуп-
ность 𝑁 полосовых полостей, к системе инте-
гральных уравнений (СИУ) типа Фредгольма,
решаемой методом факторизации.

В настоящей работе этот подход обобщен
на векторный случай общей пространствен-
ной задачи. Рассмотрен метод исследования
краевых задач для двух упругих слоев, раз-
деленных системой пластин Кирхгофа, обра-
зующих перегородки, разделенные протяжен-
ными полостями в виде параллельных полос.

2. Соотношения для блочных
элементов пласта с переборками

Статические уравнение для системы пла-
стин Кирхгофа, описывающих взаимодей-

ствия элементов блочной структуры совокуп-
ности опор и штолен, можно представить в
следующем виде [5–7]:

R𝑗 (𝜕𝑥1, 𝜕𝑥2)u𝑗 (𝑥1, 𝑥2)−E𝑗g𝑗 (𝑥1, 𝑥2) =

= −𝜀𝑗5t𝑗 (𝑥1, 𝑥2) , (2.1)

𝑥2 ∈ Ω𝑗 , 𝑥1 ∈ 𝑅.

Здесь перемещения срединной поверхности
𝑗-й опоры описаны вектором

u𝑗 = {𝑢𝑗𝑘} , 𝑘 = 1, 3;

E𝑗 = diag {−𝜀𝑗5,−𝜀𝑗5, 𝜀𝑗5} ;
матричные дифференциальные операторы
R𝑗 (𝜕𝑥1, 𝜕𝑥2) определяются компонентами [5–
7]:

𝑅𝑗
11 =

𝜕2

𝜕𝑥21
+ 𝜀𝑗1

𝜕2

𝜕𝑥22
,

𝑅𝑗
22 =

𝜕2

𝜕𝑥22
+ 𝜀𝑗1

𝜕2

𝜕𝑥21
,

𝑅𝑗
12 = 𝑅𝑗

21 = 𝜀𝑗2
𝜕2

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
,

𝑅𝑗
33 = 𝜀𝑗3

(︂
𝜕4

𝜕𝑥41
+ 2

𝜕4

𝜕𝑥21𝜕𝑥
2
2

+
𝜕4

𝜕𝑥42

)︂
,

𝑅𝑗
13 = 𝑅𝑗

23 = 𝑅𝑗
31 = 𝑅𝑗

32 = 0,

где

𝜀𝑗1 =
1− 𝜈𝑗

2
, 𝜀𝑗2 =

1 + 𝜈𝑗
2

,

𝜀𝑗3 =
ℎ2𝑗
12
, 𝜀𝑗5 =

1− 𝜈2𝑗
𝐸𝑗ℎ𝑗

,

𝜈𝑗 — коэффициент Пуассона, 𝐸𝑗 — модуль
Юнга, 𝜌𝑗 — плотность, ℎ𝑗 — высота 𝑗-й опоры.
В (2.1), g𝑗 = {𝑔𝑗𝑘} — вектор контактных на-
пряжений, действующих со стороны𝑗-й опоры
на верхний слой; t𝑗 = {𝑡𝑗𝑘} — на основание,
𝑘 = 1, 3.

Если рассматривается 𝑁 штолен, располо-
женных в областях Σ𝑘 = {𝑎2𝑘 6 𝑥2 6 𝑎2𝑘+1},
𝑘 = 1, 𝑁 , 𝑥1 ∈ 𝑅 [5–7], опор при этом —
𝑁 + 1. В соотношении (2.1) 𝑗 = 1, 𝑁 + 1,
Ω𝑗 = {𝑎2𝑗−1 6 𝑥2 6 𝑎2𝑗}, 𝑗 = 1, 𝑁 + 1, считая
𝑎1 = −∞, 𝑎2𝑁+2 = +∞.

В работах [9,10] приведены различные ста-
тические и геометрические краевые условия
для пластин Кирхгофа. Граничные условия
на краях опор для подготовительных, очист-
ных, капитальных и др. горных выработок
определяется используемыми в различных
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К исследованию состояния системы множественных штолен под действием нормальных. . .

геологических условиях типами крепи. В об-
щем виде эти условия при −∞ < 𝑥1 < +∞
можно представить

L𝑗1 (𝜕𝑥1, 𝜕𝑥2)u (𝑥1, 𝑥2)|𝑥2=𝑎2𝑗−1
= b𝑗1 (𝑥1) ,

𝑗 = 2, 𝑁,

L𝑗2 (𝜕𝑥1, 𝜕𝑥2)u (𝑥1, 𝑥2)|𝑥2=𝑎2𝑗
= b𝑗2 (𝑥1) ,

𝑗 = 1, 𝑁 + 1,

используя обозначения L𝑗𝑙 (𝜕𝑥1, 𝜕𝑥2) для
дифференциальных операторов, вид которых,
как и функций b𝑗𝑙 (𝑥1) (𝑙 = 1, 2), определяют-
ся видом крепления 𝑗-й штольни. Условия
контакта пласта месторождения с покрытием
и подложкой определяются непрерывностью
напряжений и перемещений.

Как в [7, 8] качестве подложки и покры-
вающего слоя будем рассматривать однород-
ные упругие слои, обладающие одинаковыми
физико-механическими свойствами, но име-
ющие различную толщину. Перемещения в
областях контакта опор с покрывающим упру-
гим слоем, верхнюю границу которого полага-
ем свободной от напряжений, определяются
в рамках линейной теории упругости [11] сле-
дующим образом:

u+ (𝑥1, 𝑥2) =

= (1− 𝜈)𝐻1𝜇
−1

+∞∫︁

−∞

+∞∫︁

−∞

k (𝑥1 − 𝜉1, 𝑥2 − 𝜉2)×

× (g (𝜉1, 𝜉2)− q0) d𝜉1 d𝜉2, (2.2)

k (𝑥1, 𝑥2) =

=
1

4𝜋2

+∞∫︁

−∞

+∞∫︁

−∞

K (𝛼1, 𝛼2,0)×

× exp (−i (𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2)) d𝛼1 d𝛼2.

Здесь K — символ матрицы Грина, 𝜇, 𝜈 —
модуль сдвига и коэффициент Пуассона, со-
ответственно, верхнего упругого слоя. Счи-
тая касательные напряжения, возникающие
в результате воздействия упругого слоя, по-
крывающего рудный пласт, пренебрежимо ма-
лыми по сравнению с нормальным, принято
q0 = {0, 0, 𝜌𝑔𝐻1}, где 𝜌 — плотность верхнего
слоя, 𝑔 — ускорение свободного падения.

Если основание моделируется упругим
слоем с теми же механическими свойствами,
что и покрытие, то

u− (𝑥1, 𝑥2) =

= (1− 𝜈)𝐻2𝜇
−1

+∞∫︁

−∞

+∞∫︁

−∞

k (𝑥1 − 𝜉1, 𝑥2 − 𝜉2)×

× t (𝜉1, 𝜉2) d𝜉1 d𝜉2. (2.3)

Из условия идеального сопряжения пласта с
покрытием и подложкой после применения
преобразования Фурье можно записать ин-
тегральные представления напряжений для
(2.2) и (2.3) в форме

U− (𝛼1, 𝛼2) = (1− 𝜈)𝐻2𝜇
−1K (𝛼1, 𝛼2)×

×
𝑁+1∑︁

𝑗=1

T𝑗 (𝛼1, 𝛼2) ,

U+ (𝛼1, 𝛼2) = (1− 𝜈)𝐻1𝜇
−1K (𝛼1, 𝛼2)×

×

⎡
⎣
𝑁+1∑︁

𝑗=1

G𝑗 (𝛼1, 𝛼2)−Q0

⎤
⎦ ,

где U = 𝑉2 (𝛼1, 𝛼2)u, T𝑗 = 𝑉2 (𝛼1, 𝛼2) t𝑗 ,
G𝑗 = 𝑉2 (𝛼1, 𝛼2)g𝑗 , 𝑉2 (𝛼1, 𝛼2) — двумерное
преобразование Фурье,

Q0 =

𝑁+1∑︁

𝑗=1

V2𝑃𝑗q0,

𝑃𝑗 ≡ 𝑃[𝑎2𝑗−1,𝑎2𝑗 ] — проектор на область 𝑗-й
опоры. Здесь

G𝑗 (𝛼1, 𝛼2) =

+∞∫︁

−∞

𝑎2𝑗∫︁

𝑎2𝑗−1

g𝑗 (𝑥1, 𝑥2)×

× exp (i (𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2)) d𝑥2 d𝑥1,

T𝑗 (𝛼1, 𝛼2) =

+∞∫︁

−∞

𝑎2𝑗∫︁

𝑎2𝑗−1

t𝑗 (𝑥1, 𝑥2)×

× exp (i (𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2)) d𝑥2 d𝑥1.
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3. Системы интегральных уравнений,
получаемые из условий сопряжение
рудного пласта, покрывающего слоя

и подложки

Функциональные уравнения для каждой
опоры могут быть получены с помощью ме-
тода блочного элемента [5, 6]:

U𝑗 = R−1
𝑗 (−i𝛼1,−i𝛼2)×

×

⎧
⎪⎨
⎪⎩

∫︁

𝜕Ω𝑗

𝜔𝑗 +EG𝑗 (𝛼1, 𝛼2)− 𝜀𝑗5T𝑗 (𝛼1, 𝛼2)

⎫
⎪⎬
⎪⎭
.

(3.1)

Здесь интеграл вычисляется по границе

𝜕Ω𝑗 = {𝑥2 = 𝑎2𝑗−1,−∞ < 𝑥1 < +∞}∪
∪ {𝑥2 = 𝑎2𝑗 ,−∞ < 𝑥1 < +∞}

против часовой стрелки, при этом использо-
ваны обозначения U𝑗 = 𝑉2 (𝛼1, 𝛼2)u𝑗 , т. е.

U𝑗 (𝛼1, 𝛼2) =

+∞∫︁

−∞

𝑎2𝑗+1∫︁

𝑎2𝑗

u𝑗 (𝑥1, 𝑥2)×

× exp (i (𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2)) d𝑥2 d𝑥1.

Вектор внешней формы 𝜔𝑗 = {𝜔𝑘𝑗}, 𝑘 = 1, 3,
представления (3.1) в локальной системе ко-
ординат запишется в виде

𝜔1𝑗 = exp (i (𝛼,x))×

×
{︂
−
(︂
𝜀1𝑗

𝜕𝑢1𝑗
𝜕𝑥2

+ 𝜀2𝑗
𝜕𝑢2𝑗
𝜕𝑥1

− i𝜀1𝑗𝛼2𝑢1𝑗

)︂
d𝑥1+

+

(︂
𝜕𝑢1𝑗
𝜕𝑥1

− i𝛼1𝑢1𝑗 − i𝜀2𝑗𝛼2𝑢2𝑗

)︂
d𝑥2

}︂
;

𝜔2𝑗 = exp (i (𝛼,x))×

×
{︂
−
(︂
𝜀2𝑗

𝜕𝑢1𝑗
𝜕𝑥1

+
𝜕𝑢2𝑗
𝜕𝑥2

− i𝛼2𝑢2𝑗

)︂
d𝑥1+

+

(︂
𝜀1𝑗

𝜕𝑢2𝑗
𝜕𝑥1

− i𝜀1𝑗𝛼1𝑢2𝑗 − i𝜀2𝑗𝛼2𝑢1𝑗

)︂
d𝑥2

}︂
;

𝜔3𝑗 = exp (i (𝛼,x))×

×
{︂
−
[︂
𝜕3𝑢3𝑗
𝜕𝑥32

− i𝛼2
𝜕2𝑢3𝑗
𝜕𝑥22

− 𝛼2
2

𝜕𝑢3𝑗
𝜕𝑥2

+ i𝛼3
2𝑢3𝑗+

+ 2
𝜕3𝑢3𝑗
𝜕𝑥21𝜕𝑥2

− 2i𝛼2
𝜕2𝑢3𝑗
𝜕𝑥21

]︂
d𝑥1+

+

[︂
𝜕3𝑢3𝑗
𝜕𝑥31

− i𝛼1
𝜕2𝑢3𝑗
𝜕𝑥21

− 𝛼2
1

𝜕𝑢3𝑗
𝜕𝑥1

+ i𝛼3
1𝑢3𝑗

]︂
d𝑥2

}︂
,

(𝛼,x) = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2.

Компоненты вектора внешних форм 𝜔 со-
держат как значения перемещений в области
опор на границе 𝜕Ω𝑗 , так и его нормальных
производных (и описываемых граничными
условиями, и неизвестных). В работе [5] при-
ведены псевдодифференциальные уравнения
для скалярного случая u𝑗 = {0, 0, 𝑢𝑗3} верти-
кальных воздействий при условии равенства
нулю изгибающих моментов и перерезываю-
щих сил в плоскости 𝑥1𝑂𝑥2:

𝜕2𝑢3𝑗
𝜕𝑥22

+ 𝜈𝑗
𝜕2𝑢3𝑗
𝜕𝑥21

= 0,

𝜕3𝑢3𝑗
𝜕𝑥32

+ (2− 𝜈𝑗)
𝜕3𝑢3𝑗
𝜕𝑥21𝜕𝑥2

= 0.

По схеме метода блочного элемента, вычис-
лив формы-вычеты Лере, в том числе дву-
кратные в 𝛼±

2 = ±𝑖
√︀
𝛼2
1

lim
𝛼2→𝛼±

2

𝜕

𝜕𝛼2

[︃
R−1

𝑗 (−i𝛼1,−i𝛼2)×

×
{︃ ∫︁

𝜕Ω𝑗

𝜔𝑗+EG𝑗 (𝛼1, 𝛼2)−𝜀𝑗5T𝑗 (𝛼1, 𝛼2)

}︃]︃
×

×
(︀
𝛼2 − 𝛼±

2

)︀2
,

для прямолинейных границ приходим к алгеб-
раическим уравнениям. После внесения их ре-
шений во внешние формы представления (3.1)
из соотношений (2.2)–(2.3) можно получить
систему интегральных уравнений для объеди-
ненных векторов напряжений q𝑗 = {g𝑗 , t𝑗},
которая имеет вид [5]

∞∫︁

−∞

∞∫︁

−∞

k1 (𝑥1 − 𝜉1, 𝑥2 − 𝜉2)×

×
𝑁+1∑︁

𝑗=1

q𝑗 (𝜉1, 𝜉2) d𝜉1 d𝜉2 =

=
𝑁+1∑︁

𝑗=1

f𝑗 (𝑥1, 𝑥2) +
𝑁∑︁

𝑘=1

𝜙𝑘 (𝑥1, 𝑥2), (3.2)

где q𝑗 (𝑥1, 𝑥2) и f𝑗 (𝑥1, 𝑥2) отличны от нуля
в областях 𝑎2𝑗−1 6 𝑥2 6 𝑎2𝑗 , 𝑥1 ∈ 𝑅, 𝑛 =

= 1, 𝑁 + 1. Здесь 𝜙𝑗 (𝑥1, 𝑥2) — неизвестные
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векторы перемещений сводов оснований што-
лен с носителями в полосах 𝑎2𝑗 6 𝑥2 6 𝑎2𝑗+1,
𝑥1 ∈ 𝑅, 𝑛 = 1, 𝑁 .

Эта система может быть решена с по-
мощью метода факторизации, описанного
в [11,12]. Обозначим

F𝑗 (𝛼1, 𝛼2) =

=

∞∫︁

−∞

𝑎2𝑗∫︁

𝑎2𝑗−1

f𝑗 (𝑥1, 𝑥2) exp (i (𝛼, 𝑥)) d𝑥2 d𝑥1,

Φ𝑗(𝛼1, 𝛼2) =

=

∞∫︁

−∞

𝑎2𝑗+1∫︁

𝑎2𝑗

𝜙𝑗 (𝑥1, 𝑥2) exp (i (𝛼, 𝑥)) d𝑥2 d𝑥1,

𝑗 = 1, 𝑁,

тогда (3.2) после применения двумерного пре-
образования Фурье можно записать в виде

K1 (𝛼1, 𝛼2)

𝑁+1∑︁

𝑗=1

Q𝑗 (𝛼1, 𝛼2) =

=
𝑁+1∑︁

𝑗=1

F𝑗 (𝛼1, 𝛼2) +
𝑁∑︁

𝑗=1

Φ𝑗 (𝛼1, 𝛼2). (3.3)

Для приближенной факторизации матриц-
функций предлагаются различные алгорит-
мы, позволяющие выявлять те или иные
свойства решений исследуемых задач [11–13].
Один из методов факторизации мероморф-
ных, в том числе полиномиальных, матриц-
функций представлен в [8]. В общем случае
факторизация матриц-функций в виде произ-
ведения некоммутативна, введем обозначения

K1 (𝛼1, 𝛼2) = K+ (𝛼1, 𝛼2)K− (𝛼1, 𝛼2) ,

K1 (𝛼1, 𝛼2) = M− (𝛼1, 𝛼2)M+ (𝛼1, 𝛼2) .

Матрицы-функции K± (𝛼1, 𝛼2), полученные
в результате правосторонней, а M± (𝛼1, 𝛼2) —
левосторонней факторизации K1 (𝛼1, 𝛼2), ре-
гулярны в областях выше (для «+») и ниже
(для «−») вещественной оси. Их определите-
ли в областях регулярности не имеют нулей.

Нетрудно проверить, что справедливы
свойства

F+
𝑗 (𝛼1, 𝛼2) = F𝑗 (𝛼1, 𝛼2) exp (−i𝛼2𝑎2𝑗−1) ,

F−
𝑗 (𝛼1, 𝛼2) = F𝑗 (𝛼1, 𝛼2) exp (−i𝛼2𝑎2𝑗) ,

Φ+
𝑗 (𝛼1, 𝛼2) = Φ𝑗 (𝛼1, 𝛼2) exp (−i𝛼2𝑎2𝑗) ,

Φ−
𝑗 (𝛼1, 𝛼2) = Φ𝑗 (𝛼1, 𝛼2) exp (−i𝛼2𝑎2𝑗+1) ,

Q+
𝑗 (𝛼1, 𝛼2) = Q𝑗 (𝛼1, 𝛼2) exp (−i𝛼2𝑎2𝑗−1) ,

Q−
𝑗 (𝛼1, 𝛼2) = Q𝑗 (𝛼1, 𝛼2) exp (−i𝛼2𝑎2𝑗) .

Вводя обозначения

X−
𝑗 (𝛼1, 𝛼2) = K− (𝛼1, 𝛼2)

𝑗−1∑︁

𝑛=0

G−
𝑛 (𝛼1, 𝛼2)×

× exp (−i𝛼2 (𝑎2𝑗 − 𝑎2𝑛)) ,

X+
𝑗 (𝛼1, 𝛼2) = K+ (𝛼1, 𝛼2)

𝑁+1∑︁

𝑛=𝑗+1

G+
𝑛 (𝛼1, 𝛼2)×

× exp (−i𝛼2 (𝑎2𝑗−1 − 𝑎2𝑛−1)) ,

Y−
𝑗 (𝛼1, 𝛼2) = K−1

− (𝛼1, 𝛼2)

𝑗−1∑︁

𝑛=1

Φ−
𝑛 (𝛼1, 𝛼2)×

× exp (−i𝛼2 (𝑎2𝑗−1 − 𝑎2𝑛+1)) ,

Y+
𝑗 (𝛼1, 𝛼2) = K−1

+ (𝛼1, 𝛼2)
𝑁∑︁

𝑛=𝑗

Φ+
𝑛 (𝛼1, 𝛼2)×

× exp (−i𝛼2 (𝑎2𝑗 − 𝑎2𝑛)) ,

K−1
+ (𝛼1, 𝛼2)

𝑗∑︁

𝑛=0

F−
𝑛 (𝛼1, 𝛼2)×

× exp (−𝑖𝛼2 (𝑎2𝑗 − 𝑎2𝑛))+

+K−1
+ (𝛼1, 𝛼2)

𝑁∑︁

𝑛=𝑗+1

F+
n (𝛼1, 𝛼2)×

× exp (−𝑖𝛼2 (𝑎2𝑗 − 𝑎2𝑛−1)) =

= Ψ1 (𝛼1, 𝛼2) ,

K−1
− (𝛼1, 𝛼2)

𝑗−1∑︁

𝑛=0

F−
𝑛 (𝛼1, 𝛼2)×

× exp (−𝑖𝛼2 (𝑎2𝑗−1 − 𝑎2𝑛))+

+K−1
− (𝛼1, 𝛼2)

𝑁+1∑︁

𝑛=𝑝

F+
𝑛 (𝛼1, 𝛼2)×

× exp (−𝑖𝛼2 (𝑎2𝑗−1 − 𝑎2𝑛−1)) =

= Ψ2 (𝛼1, 𝛼2) ,
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приходим к системе аналогично [5]

X+
𝑗 (𝛼1, 𝛼2) +

{︁
R (𝛼1, 𝛼2)X

−
𝑗−1×

× exp (−i𝛼2 (𝑎2𝑗−1 − 𝑎2𝑗−2))
}︁+

−

−
{︁
R (𝛼1, 𝛼2)Y

+
𝑗 exp (−i𝛼2 (𝑎2𝑗−1 − 𝑎2𝑗))

}︁+
=

= {Ψ2 (𝛼1, 𝛼2)}+ ;

Y−
𝑗 (𝛼1, 𝛼2)−

{︁
R (𝛼1, 𝛼2)X

−
𝑗−1×

× exp (−i𝛼2 (𝑎2𝑗−1 − 𝑎2𝑗−2))
}︁−

+

+
{︁
R (𝛼1, 𝛼2)Y

+
𝑗 exp (−i𝛼2 (𝑎2𝑗−1 − 𝑎2𝑗))

}︁−
=

= −{Ψ2 (𝛼1, 𝛼2)}− ; (3.4)

X−
𝑗 (𝛼1, 𝛼2) +

{︁
R−1 (𝛼1, 𝛼2)X

−
𝑗+1×

× exp (−i𝛼2 (𝑎2𝑗 − 𝑎2𝑗+1))
}︁−

−

−
{︁
R−1 (𝛼1, 𝛼2)Y

+
𝑗 exp (−i𝛼2 (𝑎2𝑗 − 𝑎2𝑗−1))

}︁−
=

= {Ψ1 (𝛼1, 𝛼2)}− ;

Y+
𝑗 (𝛼1, 𝛼2) +

{︁
R−1 (𝛼1, 𝛼2)X

+
𝑗+1×

× exp (−i𝛼2 (𝑎2𝑗 − 𝑎2𝑗+1))
}︁+

−

+
{︁
R−1 (𝛼1, 𝛼2)Y

−
𝑗 exp (−i𝛼2 (𝑎2𝑗 − 𝑎2𝑗−1))

}︁+
=

= −{Ψ1 (𝛼1, 𝛼2)}+ ,

𝑗 = 1, 𝑁.

где

Y−
1 (𝛼1, 𝛼2) = X−

0 (𝛼1, 𝛼2) =

= X+
𝑁+1 (𝛼1, 𝛼2) = 0.

Здесь

R (𝛼1, 𝛼2) = K+ (𝛼1, 𝛼2)K
−1
− (𝛼1, 𝛼2) ,

R−1 (𝛼1, 𝛼2) = M− (𝛼1, 𝛼2)M
−1
+ (𝛼1, 𝛼2) .

Кроме того, введены обозначения для резуль-
тата факторизации матрицы-функции по па-
раметру 𝛼2 в виде суммы [11,12]

Ψ(𝛼1, 𝛼2) = {Ψ(𝛼1, 𝛼2)}+ + {Ψ(𝛼1, 𝛼2)}− ,

{Ψ(𝛼1, 𝛼2)}± = ± 1

2𝜋𝑖

∞∫︁

−∞

Ψ(𝛼1, 𝜂)

𝜂 − 𝛼2
d𝜂,

±Re𝛼2 > 0.

Используя теорию вычетов, интегральные
уравнения системы (3.4) могут быть сведе-
ны к системе линейных алгебраических урав-
нений с экспоненциально убывающими ко-
эффициентами. Найдя значения Y−

𝑗 (𝛼1, 𝛼2),
X−

𝑗 (𝛼1, 𝛼2), можно определить напряжения
g𝑗 , t𝑗 , создаваемые опорами, и отвисания
кровли 𝜙𝑗 (𝑥1, 𝑥2) аналогично рассмотренно-
му в [5] скалярному случаю.

Заключение
Развиваемый в работах ученых Южного

научного цента Российской академии наук и
Кубанского университета метод исследования
краевых задач, моделирующих многослойные
сооружения с множественными межслойны-
ми переборками, в настоящей работе обобщен
на векторный случай общей пространствен-
ной задачи. Использованный в работе метод
блочного элемента обеспечил сведение крае-
вой задачи для двух упругих слоев, разделен-
ных пластиной с совокупностью параллель-
ных полосовых отверстий, к системе инте-
гральных уравнений типа Фредгольма, реша-
емой с помощью интегрального метода фак-
торизации.

Описанный подход может быть приме-
нен к исследованию разноразмерных блочных
структур других масштабов.
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