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Abstract. To solve the problems of monitoring the environmental situation it is necessary to
create computer systems that allow assessing the state of the environment. Such systems should
allow for rapid assessment of the effects of pollution in the areas under investigation, especially in
the areas of traditional shipping lanes and intensive construction of various communications. To
solve such problems, it is necessary to have mathematical models and methods for solving inverse
problems, when the input parameters of the model are determined using the measurement data
due to their rapid assimilation. Variational algorithms for assimilation of incoming information
are based on iterative minimization of the quadratic prediction quality function that characterizes
deviations of the solution obtained from the used model from the measurement data. In this case,
the mathematical model is a constraint on the variation of input parameters while minimizing the
forecast quality functional. In this paper we propose the use of such procedures for the assimilation
of data distributed in space and time.

Based on the passive impurity transfer model, various approaches are considered to solve the
problem of identifying the power of a point instantaneous source of pollution from time and space
distributed measurement data. In this paper, we consider a variational method for identifying
the power of a point instantaneous source of pollution based on solving adjoint problems and the
problem in variations. The proposed algorithm is obtained for the case when the measurement
data is received at different times. In addition, the method of estimation and the variational
method of filtering linear systems of equations are considered for searching for the required values.
The initial values of the power of the pollution source are determined in the result of solving the
redefined system of equations. The result obtained is consistent with all available information
about the impurity concentration. The considered algorithms for identifying the power of the
pollution source in relation to the passive impurity transfer model can be used to solve various
environmental problems when studying the impact of anthropogenic pollution sources.

Keywords: variational algorithm, identification of input parameters, passive admixture, transport
model, transport and diffusion of pollutions, assimilation of data measurements.

Для решения задач мониторинга эколо-
гической обстановки в Азово-Черноморском
регионе необходимо создание компьютерных
систем для оценки состояния окружающей
среды. Такие системы должны позволять опе-
ративно оценивать последствия загрязнений
в исследуемых районах, особенно в областях
традиционных судоходных путей и интенсив-
ного строительства различных коммуника-

ций. Для решения таких задач необходимо
наличие математических моделей [1] и ме-
тодов решения обратных задач [2–4], когда
по данным измерений за счет их оператив-
ного усвоения происходит определение вход-
ных параметров модели. В последнее время
вариационные методы ассимиляции и метод
сопряженных уравнений активно развивают-
ся и используются для решения подобных
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задач [5–7]. В основе вариационных алгорит-
мов ассимиляции поступающей информации
лежит итерационная минимизация квадра-
тичного функционала качества прогноза, ха-
рактеризующего отклонения решения полу-
ченного по используемой модели от данных
измерений. При этом математическая модель
является ограничениями на вариации вход-
ных параметров при минимизации функци-
онала качества прогноза. В работе [8] рас-
смотрен вариационный алгоритм идентифи-
кации мощности источника по поступающим
данным на конечный момент времени. В ра-
боте [9] применен метод сопряженных урав-
нений [10], который позволил осуществить
поиск параметров источника загрязнения по
значениям концентрации примеси для конеч-
ного момента времени. В данной работе пред-
лагается использование подобных процедур
для ассимиляции данных распределенных в
пространстве и времени.

1. Метод сопряженных уравнений
Рассмотрим модель переноса пассивной

примеси в 𝜎-координатах
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+
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=
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𝜕𝐷𝐶

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝜎

𝐾

𝐷

𝜕𝐶

𝜕𝜎
(1.1)

с условиями на боковых границах

Γ :
𝜕𝐶

𝜕n
= 0, (1.2)

краевыми условиями на поверхности и на дне

𝜎 = 0 :
𝜕𝐶

𝜕𝜎
= 𝑄,

𝑄 = 𝑄𝑆𝛿 (𝑡− 0) 𝛿 (𝑥− 𝑥0) 𝛿 (𝑦 − 𝑦0)

𝜎 = −1 :
𝜕𝐶

𝜕𝜎
= 0,

(1.3)

и начальными данными
𝐶 (𝑥, 𝑦, 𝜎, 0) = 0, (1.4)

где 𝑡 — время; 𝑥0, 𝑦0 — координаты точечного
источника; 𝐷 — динамическая глубина; 𝐶 —
концентрация примеси; 𝑄 — мощность мгно-
венного точечного источника (𝑄 = const); 𝑈 ,
𝑉 ,𝑊 — компоненты поля скорости; 𝐴𝐻 и𝐾 —
коэффициенты горизонтальной и вертикаль-
ной турбулентной диффузии соответственно;
𝑛 — нормаль к боковой границе.

Умножая (1.1)–(1.4) на 𝐶* и интегрируя
по частям с учетом краевых условий и анало-
га уравнения неразрывности в 𝜎-координатах

𝜕𝐷

𝜕𝑡
+
𝜕𝐷𝑈

𝜕𝑥
+
𝜕𝐷𝑉

𝜕𝑦
+
𝜕𝑊

𝜕𝜎
= 0, (1.5)

и выбирая 𝐶* как решение следующей сопря-
женной задачи

− 𝜕𝐷𝐶*

𝜕𝑡
− 𝜕𝐷𝑈𝐶*
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𝐴𝐻

𝜕𝐶*
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−

−𝐷
𝜕

𝜕𝑦
𝐴𝐻

𝜕𝐶*

𝜕𝑦
− 𝜕

𝜕𝜎

𝐾

𝐷

𝜕𝐶*

𝜕𝜎
= 0, (1.6)

Γ :
𝜕𝐶*

𝜕n
= 0, 𝜎 = 0 :

𝜕𝐶

𝜕𝜎
= 𝑔,

𝜎 = −1 :
𝜕𝐶

𝜕𝜎
= 0,

(1.7)

𝑡 = 𝑇 : 𝐶* = 0, (1.8)
получим ∫︁

𝑆

𝑄𝐶* d𝑆 =

∫︁

𝑆

𝐶𝑔 d𝑆, (1.9)

где 𝑆 — поверхность моря,
𝑔 = 𝛿 (𝑡− 𝑡𝑚) 𝛿 (𝑥− 𝑥𝑛) 𝛿 (𝑦 − 𝑦𝑛) ,

𝑛 = 1, 𝑁,

𝑁 — общее количество точек измерений. Учи-
тывая представления для 𝑄 и 𝑔, из формулы
(1.9) имеем

𝑄𝑆𝐶
𝑚*
𝑛 (0, 𝑥0, 𝑦0,0) = 𝐶 (𝑡𝑚, 𝑥𝑛, 𝑦𝑛,0) , (1.10)

𝑛 = 1, 𝑁.

Формула (1.9) аналогична формуле, получен-
ной в [11], для оценки значений поля кон-
центрации по различным начальным данным.
Это выражение является двойственным пред-
ставлением [10] концентрации примеси через
мощность источника и решение соответству-
ющей сопряженной задачи.

В случае необходимости определения ко-
ординат точки выброса, следует решать 𝑁
сопряженных задач (1.6)–(1.8). Таким обра-
зом, можно определить область Ω = ∩𝐿𝑛,
𝑛 = 1, 𝑁 , где 𝐿𝑛 — области существенных
значений 𝐶*

𝑛. Априорная информация о ме-
стоположении пятна загрязнения и его гра-
ницах может быть использована при опреде-
лении местонахождения такой области. Рас-
положение точек (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) на границе пятна за-
грязнения позволяет определить область Ω, а
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измерения в областях максимальной концен-
трации приводит к лучшей обусловленности
решаемой задачи определения 𝑄𝑆 . Таким об-
разом, имея 𝑁измерений (для различных мо-
ментов времени 𝑡𝑚) можно построить систе-
му из 𝑁 уравнений. Значения 𝑄𝑆 находятся
из системы (1.10) на основе метода фильтра-
ции [11], который успешно применяется при
решении аналогичных задач [12]. В случае
переопределенной системы (1.10) и ошибок
при измерении 𝐶𝑛 необходима фильтрация
с учетом всей информации имеющейся в 𝑁
уравнениях. В результате работы такой про-
цедуры уравнения новой системы сортиру-
ются по рангу. В итоге в первой строке си-
стемы оказывается уравнение с наилучшей
информативностью, из которого находится
величина 𝑄𝑆 .

2. Вариационный алгоритм
идентификации

Пусть данные измерений имеются в мо-
менты времени 𝑡𝑚 ∈ [0, 𝑇 ], тогда задача усво-
ения данных измерений 𝐶изм

𝑡𝑚 состоит в мини-
мизации квадратичного функционала

𝐼0 =
1

2

(︀
𝑃
(︀
𝑅𝐶𝑡𝑚 − 𝐶изм

𝑡𝑚

)︀
,

𝑃
(︀
𝑅𝐶𝑡𝑚 − 𝐶изм

𝑡𝑚

)︀)︀
𝑀𝑡
, (2.1)

где 𝑀 — область интегрирования модели на
интервале времени [0, 𝑇 ], 𝑃 — оператор рас-
ширения нулями функций невязок, заданных
на множестве точек измерений, а скалярное
произведение определяется стандартным спо-
собом. Минимизация (2.1) с ограничениями
модели (1.1)–(1.3) эквивалентна поиску экс-
тремума следующего функционала

𝐼 = 𝐼0 +

[︂
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+
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+
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+
𝜕𝑊𝐶

𝜕𝜎
− 𝜕
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𝜕𝐷𝐶

𝜕𝑥
−

− 𝜕

𝜕𝑦
𝐴𝐻

𝜕𝐷𝐶

𝜕𝑦
− 𝜕

𝜕𝜎

𝐾𝐻

𝐷

𝜕𝐶

𝜕𝜎
, 𝐶*

]︂

𝑀𝑡

+

+

(︂
𝜕𝐶

𝜕𝑛
,𝐶*

)︂

Γ𝑡

+ (𝐶 − 𝐶0, 𝐶
*)𝑀 +

(︂
𝜕𝐶

𝜕𝜎
−

−𝑄𝑆𝛿 (𝑡− 0) 𝛿 (𝑥− 𝑥0) 𝛿 (𝑦 − 𝑦0) , 𝐶
*
)︂

𝜎0

,

(2.2)

где 𝑀𝑡 =𝑀 × [0, 𝑇 ].
Записывая вариацию функционала (2.2)

и интегрируя по частям с учетом краевых
условий и аналога уравнения неразрывности
в 𝜎-координатах (1.5), получим

𝛿𝐼 = (𝛿𝑄𝑆𝛿 (𝑡− 0) 𝛿 (𝑥− 𝑥0) 𝛿 (𝑦 − 𝑦0) , 𝐶
*)𝜎0 ,

(2.3)

где 𝐶* — множители Лагранжа, которые вы-
бираются из решения следующей сопряжен-
ной задачи:

− 𝜕𝐷𝐶*

𝜕𝑡
− 𝜕𝐷𝑈𝐶*

𝜕𝑥
− 𝜕𝐷𝑉 𝐶*

𝜕𝑦
− 𝜕𝑊𝐶*

𝜕𝜎
−

−𝐷 𝜕

𝜕𝑥
𝐴𝐻

𝜕𝐶*

𝜕𝑥
−𝐷 𝜕

𝜕𝑦
𝐴𝐻

𝜕𝐶*

𝜕𝑦
+
𝜕

𝜕𝜎

𝐾𝐻

𝐷

𝜕𝐶*

𝜕𝜎
=

= −𝑃
(︀
𝑅𝐶𝑡𝑚 − 𝐶изм

𝑡𝑚

)︀
, (2.4)

Γ :
𝜕𝐶*

𝜕n
= 0, 𝜎 = 0 :

𝜕𝐶*

𝜕𝜎
= 0,

𝜎 = −1 :
𝜕𝐶*

𝜕𝜎
= 0,

(2.5)

𝑡 = 𝑇 : 𝐶* = 0. (2.6)

Из стационарности функционала и определе-
ния его градиента имеем

∇𝑄𝑆
𝐼 = 𝐶* (0, 𝑥0, 𝑦0, 0) . (2.7)

Значение мощности источника ищется итера-
ционно

𝑄𝑛+1
𝑆 = 𝑄𝑛

𝑆 + 𝜏∇𝑄𝑆
𝐼, (2.8)

где 𝜏 — итерационный параметр, который
может выбираться следующим образом

𝜏 =

(︀
𝑃
(︀
𝐶𝑡𝑚 − 𝐶изм

𝑡𝑚

)︀
, 𝑃 𝛿𝐶𝑡𝑚

)︀
𝑀𝑡

(𝑃𝛿𝐶𝑡𝑚 , 𝑃 𝛿𝐶𝑡𝑚)𝑀𝑡

, (2.9)

где 𝛿𝐶 — решение задачи в вариациях

𝜕𝐷𝛿𝐶

𝜕𝑡
+
𝜕𝐷𝑈𝛿𝐶

𝜕𝑥
+
𝜕𝐷𝑉 𝛿𝐶

𝜕𝑦
+

+
𝜕𝑊𝛿𝐶

𝜕𝜎
=

𝜕

𝜕𝑥
𝐴𝐻

𝜕𝐷𝛿𝐶

𝜕𝑥
+

+
𝜕

𝜕𝑦
𝐴𝐻

𝜕𝐷𝛿𝐶

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝜎

𝐾

𝐷

𝜕𝛿𝐶

𝜕𝜎
(2.10)

с условиями на боковых границах

Γ :
𝜕𝛿𝐶

𝜕𝑛
= 0, (2.11)
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краевыми условиями на поверхности и на дне

𝜎 = 0 :
𝜕𝛿𝐶

𝜕𝜎
= 𝐶* (0, 𝑥0, 𝑦0,0)

𝜎 = −1 :
𝜕𝛿𝐶

𝜕𝜎
= 0,

(2.12)

и начальными данными

𝛿𝐶 (0, 𝑥, 𝑦, 𝜎) = 0. (2.13)

В целом алгоритм идентификации состоит в
следующем:

– в процессе интегрирования модели (1.1)–
(1.4) запоминаются невязки прогноза для мо-
ментов времени 𝑡𝑚 ∈ [0, 𝑇 ];

– решается сопряженная задача (2.4)–(2.6)
и строится градиент функционала (2.7);

– интегрируется задача в вариаци-
ях (2.10)–(2.13) и определяется величина
𝛿𝐶 (𝑡𝑚, 𝑥, 𝑦,0);

– находится итерационный параметр 𝜏 по
формуле (2.9);

– осуществляется итерационный спуск
(2.8) в пространстве параметров для мини-
мизации функционала (2.1).

Заключение
На основе применения метода оценки по-

строен алгоритм для идентификации мощ-
ности импульсного источника загрязнения.
Процедура реализована для модели перено-
са пассивной примеси по данным измерений
распределенных по времени и пространству.
В основе алгоритма лежит решение соответ-
ствующих сопряженных задач и применение
специальных вариационных процедур филь-
трации переопределенных линейных систем,
в результате которых происходит идентифи-
кация мощности источника загрязнения с уче-
том всей поступающей информации. Кроме
этого построен алгоритм, реализующий зада-
чу поиска оптимального значения мощности
источника загрязнения за счет ассимиляции
распределенных по пространству и времени
данных измерений концентрации примеси. За-
дача решается за счет минимизации квадра-
тичного функционала качества прогноза, а
модель выступает в роли пространственно-
временного интерполянта. Для построения
градиента функционала используется реше-
ние соответствующей сопряженной задачи. В
целом построенные алгоритмы идентифика-
ции мощности источника в модели переноса
по распределенным данным измерений могут
быть использованы для решения различных

задач экологической направленности при изу-
чении воздействия источников загрязнения
антропогенного характера.
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