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Abstract. The problem of smoothing monochromic digital images is considered. The proposed
approach can be attributed to the diffusion smoothing method. Digital images are modeled using
functions from the space 𝐿2(𝑄), 𝑄 is the field of vision. The diffusion transformation is introduced
as a solution of the heat conductivity equation and the problem of stabilization of the solution is
considered with an unlimited increase in time. We study the extension of the classical Laplace
operator with the allocation of a subspace of its one-to-one action and then the construction the
inverse operator – the harmonic smoothing operator. Such an operator is the convolution of the
original (sharp) image and the fundamental solution of the Laplace equation minus the projection
of this convolution to the harmonic subspace. A method for the approximate calculation of the
convolution integral is given. The decomposition of the space 𝐿2(𝑄) into the orthogonal sum of a
harmonic and Novikov subspace is analyzed. The algorithm of the method of basic potentials of
the allocation of the harmonic component of a digital image is presented; the method is based on
the completeness of systems of basis potentials. A discrete case and a one-parameter family of
smoothing transformations for which the parameter acts as a measure of blur is considered. The
results of computational experiments for different values of the spectral parameter is presented.
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Введение

1. В работе рассматривается один под-
ход к задаче сглаживания цифровых моно-
хроматических полутоновых изображений.
Под гладкостью понимается размытость или
нечеткость элементов изображения, приводя-
щая к уменьшению резкости.

Степень гладкости как числовая характе-
ристика цифрового изображения необходима,
например, для оценки качества изображения
и настройки параметров в алгоритмах ком-
пьютерного зрения. Существуют разные ал-
горитмы сглаживания и разные подходы к
оценке размытости. Так, в работе [1] пред-
ложен вероятностный метод оценки степени

размытия для случаев, когда изображение
размыто по Гауссу и равномерно, в [2] при-
водится классификация методов оценки фо-
куса изображения для определения размы-
тости, полученной линейным искажением, в
работе [3] путём анализа градиентного по-
ля вводится мера размытости, основанная на
использовании параметра формы распреде-
ления.

Процедура сглаживания также применя-
ется при подавлении шумов в некоторых ме-
тодах выделения контуров, так называемых
дифференциальных методах с согласовани-
ем [4–6]. Поскольку сглаженное изображение
в сравнении с исходным имеет меньшую ам-
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плитуду перепадов яркости (меньшую рез-
кость), то сглаженное изображение лучше
сжимается.

Хорошо, если оператор сглаживания обра-
тим, тогда размытое изображение восстанав-
ливается действием обратного оператора. И
операция сглаживания и обратная операция
концентрирования осуществляется прямым и
обратным действием одного оператора.

В настоящей работе рассматривается рас-
ширение классического оператора Лапласа с
выделением подпространства его взаимно од-
нозначного действия и строится обратный к
нему — гармонический оператор сглаживания
(свертка исходного (четкого) изображения и
фундаментального решения уравнения Ла-
пласа). Рассматривается дискретный случай
и однопараметрическое семейство сглаживаю-
щих преобразований, для которых параметр
выступает мерой размытости.

2. Под изображением, заданным на поле
зрения 𝑄 (например, 𝑄 = [0, 1] × [0, 𝛽]) бу-
дем понимать кусочно-постоянную функцию
𝑓(𝑥), равную 𝑎𝑖𝑗 ∈ [0, 1] при непрерывном
𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, 𝑛, и 𝑗 = 1,𝑚, при рав-
номерном разбиении (дискретизации) 𝑄 на
растры Ω𝑖𝑗 — квадраты, где (𝑎𝑖𝑗) — заданная
матрица яркостной интенсивности пикселей;
𝑚, 𝑛 — количество пикселей по горизонтали и
вертикали, соответственно, 𝛽 = 𝑛/𝑚. Таким
образом, изображение 𝑓(𝑥) можно считать
элементом из 𝐿2(𝑄) — пространства функ-
ций, суммируемых с квадратом по области
𝑄. Обратное соответствие функции 𝑓(𝑥) мат-
рице яркостной интенсивности осуществля-
ется посредством процедуры квантования по
уровню [4,5]. Также под изображением будем
понимать дискретную функцию 𝑓 = 𝑓(𝑖, 𝑗),
заданную матрицей яркостной интенсивности
(𝑎𝑖𝑗), 𝑖 = 1, 𝑛, и 𝑗 = 1,𝑚.

1. Преобразование диффузии

Пусть 𝑄 — область на плоскости и 𝑆 —
её кусочно-гладкая граница. Рассмотрим вто-
рую начально-краевую задачу для уравнения
диффузии с однородным граничным услови-
ем

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= Δ𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑄, 𝑡 > 0, (1.1)

𝜕𝑢

𝜕𝑛

⃒⃒
⃒⃒
𝑆

= 0, (1.2)

𝑢|𝑡=0 = 𝜙(𝑥). (1.3)

Предполагается, что 𝜙 и 𝑓 из 𝐿2(𝑄). Решение
𝑢(𝑥, 𝑡) характеризует концентрацию (плот-
ность) вещества в точке 𝑥 в момент времени 𝑡,
𝑓(𝑥) — источники вещества в 𝑄, условие (1.2)
обозначает изоляцию процесса на границе 𝑆,
𝜙(𝑥) — начальное распределение концентра-
ции вещества.

Пусть 𝑣(𝑥) — решение следующей задачи
для уравнения Пуассона:

Δ𝑣(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑄, (1.4)

𝜕𝑣

𝜕𝑛

⃒⃒
⃒⃒
𝑆

= 0. (1.5)

Обозначим 𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑣(𝑥), тогда
функция 𝑤(𝑥, 𝑡) является решением задачи

𝑤𝑡 = Δ𝑤(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ 𝑄, 𝑡 > 0, (1.6)

𝜕𝑤

𝜕𝑛

⃒⃒
⃒⃒
𝑆

= 0, (1.7)

𝑤|𝑡=0 = 𝑦(𝑥) ≡ 𝜙(𝑥)− 𝑣(𝑥). (1.8)
Обозначим 𝜗𝑘(𝑥) и 𝜇𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . ., соб-

ственные функции и числа второй спектраль-
ной задачи для уравнения Лапласа

Δ𝜗𝑘(𝑥)|𝑄 = 𝜇𝑘𝜗𝑘(𝑥),
𝜕𝜗𝑘(𝑥)

𝜕𝑛

⃒⃒
⃒⃒
𝑆

= 0.

Тогда решение задачи (1.6)–(1.8) представля-
ется в виде

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑐0 +
∞∑︁

𝑘=1

𝑦𝑘 exp(𝜇𝑘𝑡)𝜗𝑘(𝑥), (1.9)

где 𝑦𝑘 = (𝑦, 𝜗𝑘) — коэффициенты Фурье
функции 𝑦(𝑥), разложенной по полной в
𝐿2(𝑄) системе собственных функций 𝜗𝑘(𝑥),
𝑘 = 0, 1, . . ., второй спектральной задачи [7].

Для решения 𝑤(𝑥, 𝑡) справедлива оценка

‖𝑤(𝑥, 𝑡)− 𝑐0‖2 =
∞∑︁

𝑘=1

(𝑦𝑘 exp(𝜇𝑘𝑡))
2 6

6 exp (𝜇1𝑡) ‖𝑦(𝑥)‖2 ,
откуда разность 𝑤(𝑥, 𝑡)−𝑐0 стремится к нулю
экспоненциально при 𝑡→ ∞.

Следовательно, для 𝑢(𝑥, 𝑡)−𝑣(𝑥) = 𝑤(𝑥, 𝑡)
получаем

‖𝑢(𝑥, 𝑡)− 𝑣(𝑥)− 𝑐0‖ 6 exp

(︂
1

2
𝜇1𝑡

)︂
‖𝑦(𝑥)‖ .

Таким образом, решение 𝑣(𝑥) задачи (1.4)–
(1.5) для уравнения Пуассона представляет
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собой (с точностью до аддитивной постоян-
ной) предельное при 𝑡 → ∞ распределение
концентрации (плотности) вещества в резуль-
тате диффузии.

В применении к монохромным изображе-
ниям, вещество в диффузии есть черный цвет
в изображении. Таким образом решение урав-
нения диффузии определяет концентрацию
(или плотность) черного цвета в изображении
в момент времени 𝑡.

Так, если 𝑓(𝑥) — заданное изображение,
то 𝑣(𝑥) — его размытый (в результате диф-
фузии) образ. При этом можно говорить, что
задан сглаживающий оператор Δ−1, такой
что Δ−1𝑓(𝑥) = 𝑣(𝑥). Действие оператора Δ−1

на изображение будем называть гармониче-
ским сглаживанием.

Алгоритмы обработки изображений, ос-
нованные на решении смешанных начально-
краевых задач для уравнения диффузии, име-
ют широкую область применения. В частно-
сти, в работе [8] исследуется существование и
единственность прямой и обратной начально-
краевой задачи для анизотропной диффузии.
В настоящее время на основе анизотропной
диффузии достаточно успешно разрабатыва-
ются специальные методы фильтрации изоб-
ражений [9–11].

2. Обратный оператор Лапласа
2.1. Пусть 𝑄 область на плоскости — по-

ле зрения, 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ R2. Обозначим
𝐸(𝑥) = 1/(2𝜋) ln |𝑥| — фундаментальное ре-
шение уравнения Лапласа и рассмотрим мно-
жество сдвигов аргумента

𝑒(𝑄) =
{︀
𝐸(𝑥− 𝑦) | 𝑥 ∈ 𝑄, 𝑦 ∈ R2∖𝑄

}︀
.

Обозначим 𝐺1(𝑄) замыкание 𝑒(𝑄) в норме
𝐿2(𝑄) и 𝐺1

1(𝑄) замыкание 𝑒(𝑄) в стандартной
норме пространства Соболева 𝑊 1

2 (𝑄). Полу-
ченные 𝐺1(𝑄) и 𝐺1

1(𝑄) — подпространства
гармонических функций в 𝐿2(𝑄) и 𝑊 1

2 (𝑄) со-
ответственно.

Обозначим 𝑁1(𝑄) — ортогональное допол-
нение к 𝐺1(𝑄) в 𝐿2(𝑄) и 𝑁1

1 (𝑄) — ортогональ-
ное дополнение к 𝐺1

1(𝑄) в 𝑊 1
2 (𝑄). Рассмот-

рим разложения

𝐿2(𝑄) = 𝐺1(𝑄)⊕𝑁1(𝑄),

𝑊 1
2 (𝑄) = 𝐺1

1(𝑄)⊕𝑁1
1 (𝑄)

и последовательность 𝑢𝑛 = 𝑔𝑛 + ℎ̃𝑛, сходящу-
юся в 𝑊 1

2 (𝑄) к 𝑢 = 𝑔 + ℎ̃, где 𝑔𝑛, 𝑔 ∈ 𝐺1
1(𝑄) и

ℎ̃𝑛, ℎ̃ ∈ 𝑁1
1 (𝑄).

Уравнение Пуассона

Δℎ̃𝑛(𝑥) = 𝑓𝑛(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑄, (2.1)

разрешимо в 𝑁1
1 (𝑄) единственным образом

для любой функции 𝑓𝑛 из 𝐿2(𝑄). Следова-
тельно, может быть определен линейный опе-
ратор Δ−1, действующий из 𝐿2(𝑄) в 𝑁1

1 (𝑄).
Оператор

Δ−1 : 𝐿2(𝑄) → 𝑁1
1 (𝑄)

— обратный к оператору Лапласа, поскольку
Δℎ̃𝑛 = Δ(Δ−1𝑓𝑛) = 𝑓𝑛.

Покажем, что область значений 𝑁1
1 (𝑄)

оператора Δ−1 может быть расширена до
𝑁1(𝑄) и Δ−1 может рассматриваться как инъ-
ективный оператор, действующий из 𝐿2(𝑄) в
𝐿2(𝑄).

Действительно, выражение (2.1) можно
записать в виде

ℎ̃𝑛 = Δ−1𝑓𝑛. (2.2)

Последовательность ℎ̃𝑛 фундаментальна
в 𝐿2(𝑄), поскольку справедливо
⃦⃦
⃦ℎ̃𝑛 − ℎ̃𝑚

⃦⃦
⃦
𝐿2(𝑄)

6
⃦⃦
⃦ℎ̃𝑛 − ℎ̃𝑚

⃦⃦
⃦
𝑊 1

2 (𝑄)
→ 0,

𝑛,𝑚→ ∞,

следовательно, для правой и левой части
(2.2) существует предел в 𝐿2(𝑄), то есть
ℎ̃𝑛 → ℎ и 𝑓𝑛 → 𝑓 , при 𝑛 → ∞, где ℎ и 𝑓 из
𝐿2(𝑄). Поскольку 𝑁1

1 (𝑄) вложено в 𝑁1(𝑄), то
ℎ ∈ 𝑁1(𝑄) и, следовательно, можно считать,
что для любого ℎ из 𝑁1(𝑄) существует 𝑓 из
𝐿2(𝑄), такой что Δ−1𝑓 = ℎ. Таким образом,
определен взаимно однозначный оператор

Δ−1 : 𝐿2(𝑄) → 𝑁1(𝑄).

2.2. Оператор Лапласа является инвари-
антным относительно поворота, это свойство
применительно к изображениям позволяет
выделять сложные границы типа излома и
эффективно сегментировать изображения, на-
пример, медико-биологических микрообъек-
тов [12]. Известны и другие эффективные
применения лапласиана в задачах анализа
изображений, например, при обработке рент-
генограмм лапласиан был использован как
один из эвристических признаков идентифи-
кации патологии [13]. В работе [14] рассмат-
риваются наиболее распространенные диффе-
ренциальные методы — операторы Робертса,

10
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Прюитт, Собела, Шарра и Лапласа, а так-
же предлагается альтернативный метод, ко-
торый сравнивается со стандартными мето-
дами.

Обратный оператор Лапласа сглажива-
ет (размывает) изображение, он выражается
сверткой исходного (четкого) изображения с
фундаментальным решением уравнения Ла-
пласа — функцией размытия точки, за мину-
сом проекции свертки 𝑃𝐺 на гармоническое
подпространство 𝐺

Δ−1𝑓(𝑥) := (𝐼 − 𝑃𝐺)(𝑓 * 𝐸)(𝑥). (2.3)

В общем случае обратная задача вос-
становления изображения 𝑓 , подвергшегося
аддитивным пространственно-инвариантным
искажениям 𝑓 с функцией размытия точ-
ки 𝑈(𝑥), сводится к решению интегрального
уравнения типа свертки (уравнение Фредголь-
ма 1-го рода)

𝑓(𝑥) =

∫︁∫︁

𝑄
𝑓(𝑥)𝑈(𝑥− 𝑦)𝑑𝑦.

В работе [15] решение таких интегральных
уравнений проводится с применением алго-
ритмов регуляризации некорректно постав-
ленных задач. Как правило, такие задачи тре-
буют большой вычислительной емкости, так
в работе [16] задача восстановления изображе-
ния искусственного спутника Земли решалась
на суперкомпьютере.

В рассматриваемом нами случае гармо-
нического размытия обратная задача вос-
становления исходного (четкого) изображе-
ния 𝑓 по размытому образу 𝑓 решается про-
стым применением прямого оператора Ла-
пласа Δ𝑓 = 𝑓 , при этом восстанавливается
только та часть изображения, которая при-
надлежит подпространству 𝑁1(𝑄).

3. Вычисление интеграла свертки
В данном разделе рассмотрим вычисление

интеграла свертки

𝐼(𝑥) = (𝑓 * 𝐸)(𝑥) =

∫︁∫︁

𝑄
𝑓(𝑦)𝐸(𝑥− 𝑦) d𝑦,

необходимого для определения образа обрат-
ного оператора Лапласа (2.3) от заданного
изображения 𝑓 .

Согласно принятой модели, изображение
𝑓(𝑥) принадлежит 𝐿2(𝑄) и принимает посто-
янные значения на растрах Ω𝑖𝑗 , объединение

которых при 𝑖 = 1, 𝑛, и 𝑗 = 1,𝑚, составляет
всю область 𝑄, тогда

𝐼(𝑥) =

∫︁∫︁

𝑄
𝑓(𝑦)𝐸(𝑥− 𝑦) d𝑦 =

=

𝑛∑︁

𝑖=1

𝑚∑︁

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗

∫︁∫︁

Ω𝑖𝑗

𝐸(𝑥− 𝑦) d𝑦.

Для получения результата свертки 𝐼(𝑥)
как матрицы яркостной интенсивности (𝑏𝑝𝑞)
на каждом растре Ω𝑝𝑞 (𝑝 = 1,𝑚, и 𝑞 = 1, 𝑛)
достаточно вычислять 𝐼(𝑥) только в одной
точке 𝑥(𝑝𝑞)

𝑏𝑝𝑞 = 𝐼(𝑥(𝑝𝑞)) =

𝑛∑︁

𝑖=1

𝑚∑︁

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗

∫︁∫︁

Ω𝑖𝑗

𝐸(𝑥(𝑝𝑞)−𝑦) d𝑦.

Таким образом, вычисление свертки сводится
к вычислению четырехмерного массива

𝑀𝑖,𝑗,𝑝,𝑞 =

∫︁∫︁

Ω𝑖𝑗

𝐸(𝑥(𝑝𝑞) − 𝑦) d𝑦 =

=
1

2𝜋

∫︁∫︁

Ω𝑖𝑗

ln[(𝑥
(𝑝𝑞)
1 −𝑦1)2+(𝑥

(𝑝𝑞)
2 −𝑦2)2] d𝑦1 d𝑦2.

Вычисление двойного интеграла — слож-
ная вычислительная процедура, требующая
достаточно много машинного времени. Для
оптимизации вычислений на каждом растре

Ω𝑖𝑗 =

{︂
(𝑥1, 𝑥2) ∈ R2 :

𝑗 − 1

𝑚
6 𝑥1 6

𝑗

𝑚
,

(𝑖− 1)𝛽

𝑛
6 𝑥2 6

𝑖𝛽

𝑛

}︂

подынтегральную функцию можно аппрок-
симировать двумя плоскостями 𝐿1 и 𝐿2, по-
строенными следующим образом. Обозна-
чим 𝑧𝑘 — координаты углов растра Ω𝑖𝑗 ,
𝜉𝑘 = 𝐸(𝑥(𝑝𝑞) − 𝑧𝑘) — значения подынтеграль-
ной функции в углах растра и 𝑃𝑘 = (𝑧𝑘, 𝜉𝑘) —
соответствующие точки трехмерного про-
странства, 𝑘 = 1, . . . ,4. Пусть 𝜉𝑘 упорядочены
следующим образом: 𝜉1 6 𝜉2 6 𝜉3 6 𝜉4. Та-
кого порядка всегда можно добиться перену-
меровкой координат углов соответствующим
образом. Тогда плоскость 𝐿1 проводим через
три точки 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, а плоскость 𝐿2 через
точки — 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4. В результате приближен-
ный интеграл вычисляется как объем шести
пирамид с известными координатами вершин.
Такой подход дает точность, визуально доста-
точную для обработки изображений.

11



Гармоническое сглаживание цифровых изображений

4. Вычисление гармонической
проекции

Рассмотрим задачу приближенного вычис-
ления гармонической проекции для функции
𝐼(𝑥) = (𝑓 * 𝐸)(𝑥) из 𝐿2(𝑄), необходимой для
определения обратного оператора Лапласа
(2.3) от заданного изображения 𝑓 .

Согласно рассмотреному выше ортого-
нальному разложению, пространство 𝐿2(𝑄)
раскладывается на гармоническое 𝐺1(𝑄) и
ортогональное 𝑁1(𝑄) подпространство, лю-
бая функция 𝐼(𝑥) из 𝐿2(𝑄) представляется
единственным образом в виде суммы двух
слагаемых
𝐼(𝑥) = 𝑔(𝑥)+ℎ(𝑥), 𝑔 ∈ 𝐺1(𝑄), ℎ ∈ 𝑁1(𝑄).

Рассмотрим систему сдвигов фундамен-
тального решения уравнения Лапласа

𝛾𝑚(𝑥) = 𝐸(𝑥(𝑚) − 𝑥), 𝑥 ∈ 𝑄, 𝑚 = 1, 2, . . . ,

порожденную последовательностью точек
𝑥(𝑚) из 𝑄+ = R2∖𝑄 — дополнения области
𝑄. Справедливо утверждение [17].

Лемма (В.Г. Лежнев). Система функ-
ций 𝛾𝑚(𝑥), 𝑚 = 1, 2, . . ., полна и линейно
независима в пространстве 𝐺1(𝑄), если по-
следовательность 𝑥(𝑚) — является базисной
в 𝑄+.

Обозначим

𝑔𝑁 (𝑥) =
𝑁∑︁

𝑚=1

𝑐𝑚𝛾𝑚(𝑥),

проекцию функции 𝑔 на конечномерное под-
пространство, натянутое на первые 𝑁 векто-
ров системы 𝛾𝑚. Тогда

𝐼(𝑥) = 𝑔𝑁 (𝑥) + 𝜌𝑁 (𝑥) + ℎ(𝑥), (4.1)

где 𝜌𝑁 (𝑥)⊥𝛾𝑚, 𝑚 = 1, 𝑁 , и 𝜌𝑁 (𝑥) → 0 при
𝑁 → ∞.

Умножим скалярно в 𝐿2(𝑄) выражение
(4.1) на 𝛾𝑘, 𝑘 = 1, 𝑁 , получим систему линей-
ных уравнений с матрицей Грама для линей-
но независимой системы функций

𝑁∑︁

𝑚=1

𝑐𝑚(𝛾𝑚, 𝛾𝑘) = (𝐼, 𝛾𝑘), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

решая которую определяем 𝑐𝑚 — коэффици-
енты линейной комбинации 𝑔𝑁 . Полученная
аппроксимация 𝑔𝑁 , в силу полноты системы
𝛾𝑚, сходится в норме 𝐿2(𝑄) при 𝑁 → ∞ к
искомой гармонической проекции 𝑔 заданной
функции 𝐼. Задача выделения гармонической
составляющей, применительно к изображени-
ям, рассматривалась в работе [18].

5. Прямой и обратный дискретный
оператор Лапласа

Известно, что конечно-разностный аналог
оператора Лапласа от достаточно гладкой
функции 𝑢(𝑥) = 𝑢(𝑥1, 𝑥2) с приращениями
первого и второго аргумента, 𝛿𝑥1 и 𝛿𝑥2, име-
ет вид

Δ𝑢(𝑥) = (𝛿𝑥1)
−2
(︀
𝑢(𝑥1−𝛿𝑥1, 𝑥2)−2𝑢(𝑥1, 𝑥2)+

+ 𝑢(𝑥1 + 𝛿𝑥1, 𝑥2)
)︀
+ (𝛿𝑥2)

−2
(︀
𝑢(𝑥1, 𝑥2 − 𝛿𝑥2)−

− 2𝑢(𝑥1, 𝑥2) + 𝑢(𝑥1, 𝑥2 + 𝛿𝑥2)
)︀
.

Для дискретной (сеточной) функции
𝑢(𝑖, 𝑗) = 𝑢𝑖,𝑗 при 𝛿𝑥1 = 𝛿𝑥2 = 1 будем иметь
схему «крест»

Δ̃𝑢𝑖,𝑗 = 𝑢𝑖−1,𝑗 + 𝑢𝑖+1,𝑗+

+ 𝑢𝑖,𝑗−1 + 𝑢𝑖,𝑗+1 − 4𝑢𝑖,𝑗 . (5.1)

Если дискретную функцию 𝑢(𝑖, 𝑗) = 𝑢𝑖,𝑗
записать построчно в вектор-столбец:
𝑢𝑖,𝑗 ↦→ �̄�(𝑖−1)𝑚+𝑗 , 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑗 = 1,𝑚, и доопре-
делить ее нулями: нулевой и 𝑚+ 1 столбец,
нулевую и 𝑛 + 1 строку, — то матрица Δ̄
дискретного оператора Лапласа, действую-
щего на вектор-функцию �̄�, будет пятидиа-
гональной. При этом вектора диагоналей
будут очень простой структуры, главная
диагональ (−4,−4, . . . ,−4), над и под глав-
ной диагональю вектор, в котором первые
𝑚 − 1 элементов единицы, потом нуль, сно-
ва 𝑚 − 1 единиц, потом нуль, и так далее
(1, 1, . . . , 1, 0, 1, 1, . . . , 1, 0, . . . , 1), следующие
две диагонали состоят только из единиц и
начинаются с 𝑚+ 1 элемента первой строки,
и с 𝑚+ 1 элемента первого столбца; матрица
Δ̄ имеет размер (𝑛𝑚× 𝑛𝑚).

Ниже в качестве примера приведем матри-
цу оператора Лапласа для вектор-функции,
полученную из дискретной функции размера
3× 3 доопределенной нулями. Oбозначим эту
матрицу Δ̄3,3:

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

−4 1 0 1 0 0 0 0 0
1 −4 1 0 1 0 0 0 0
0 1 −4 0 0 1 0 0 0
1 0 0 −4 1 0 1 0 0
0 1 0 1 −4 1 0 1 0
0 0 1 0 1 −4 0 0 1
0 0 0 1 0 0 −4 1 0
0 0 0 0 1 0 1 −4 1
0 0 0 0 0 1 0 1 −4

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

.
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а) б) в) г) д)

Рис. 1

а) б) в) г) д)

Рис. 2

Аналогично, можно построить другой опера-
тор Лапласа, доопредляя нулевой и 𝑚 + 1
столбец, нулевую и 𝑛+ 1 строку значениями
первого и 𝑚-го столбца, первой и 𝑛-ой строки,
соответственно; такой оператор будем обозна-
чать: ˙̄Δ𝑛,𝑚.

Обратная матрица Δ̄−1
𝑛,𝑚 определяет об-

ратный дискретный оператор Лапласа, дей-
ствующий на вектор-функции. Обратное
преобразование из вектор-функции �̄�𝑘 в
дискретную функцию 𝑢𝑖,𝑗 имеет индексы
𝑖 = div(𝑘− 1,𝑚) + 1, 𝑗 = mod (𝑘− 1,𝑚) + 1,
при 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛×𝑚. Тем самым, определен
обратный оператор Лапласа на множестве
дискретных функций размера 𝑛×𝑚.

Обозначим
Δ̄−1

𝑛,𝑚,𝜆 = (Δ̄𝑛,𝑚 − 𝜆𝐼)−1,

однопараметрическое семейство обратных
операторов; аналогично можно рассматри-
вать семейство операторов: ˙̄Δ−1

𝑛,𝑚,𝜆 = ( ˙̄Δ𝑛,𝑚 −
− 𝜆𝐼)−1. Спектральный параметр 𝜆 будем
понимать как меру гармонического сглажи-
вания изображения. Если 𝑓 = 𝑓𝑖,𝑗 — дискрет-
ная функция, задающая изображение, то 𝑓 =
= Δ̄−1

𝑛,𝑚,𝜆𝑓 — гармонически сглаженное изоб-
ражение с мерой 𝜆.

6. Результаты вычислительного
эксперимента

На рис. 1–4 представлены результаты вы-
числительного эксперимента монохромной

фотографии (100 × 100 пикселей) Смыс-
лова А.А. — одного из авторов статьи.
Рис. 1а представляет исходное изображение 𝑓
(𝑛 = 100, 𝑚 = 100); рис. 1б — гармоническую
составляющую изображения 𝑔; рис. 1в — ор-
тогональную гармоническую составляющую
ℎ; рис. 1г — свертку исходного изображе-
ния с фундаментальным решением уравне-
ния Лапласа 𝑓 *𝐸; рис. 1д — образ обратного
дискретного оператора Лапласа Δ̄−1

𝑛,𝑚,𝜆𝑓 при
𝜆 = 0,1. Из последнего рис. 1д видно, что
особенностью гармонического сглаживания
оператором Δ̄−1

𝑛,𝑚,𝜆 является наличие черной
каймы, появляющейся вследствие доопреде-
ления исходного изображения нулями. Как
видно из рис. 2–4 оператор ˙̄Δ−1

𝑛,𝑚,𝜆 лишен дан-
ного недостатка.

На рис. 2а–4д приведены образы обратно-
го оператора Лапласа ˙̄Δ−1

𝑛,𝑚,𝜆𝑓 при различных
значениях спектрального параметра 𝜆. При-
ведем последовательно значения параметра 𝜆
для рисунков слева направо сверху вниз: 1,0,
1,0012, 1,00245, 1,0037, 1.00495, 1,007, 1,0145,
1,027, 1,0395, 1,05, 1,07, 1,12, 1,245, 1,37, 1,495.
Поскольку 𝜆 = 1,0 является собственным зна-
чением оператора ˙̄Δ−1

𝑛,𝑚,𝜆, то оператор стано-
вится вырожденным и рис. 2а не восстанав-
ливается в исходное изображение. При уве-
личении регулярных значений спектрально-
го параметра 𝜆, гармоническое сглаживание
изображения 𝑓 более походит на ортогональ-
ную компоненту ℎ рис. 1в.
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а) б) в) г) д)

Рис. 3

а) б) в) г) д)

Рис. 4
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