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Abstract. In solving various applied problems of mathematical physics, integral equations are
increasingly used. This arouses interest in methods for solving such equations.

This article discusses an approximate method for solving the Fredholm integral equation of the
first kind with a Fredholm kernel. The method is based on the approximation of the solution of
an integral equation by a system of point potentials.

The method of point potentials is successfully used to solve a number of problems in mathematical
physics. This is due to its algorithmicity and ease of use for a wide class of areas. These advantages
remain for the method proposed in the article.

An approximate solution to the integral equation is sought in the form of a linear combination
of point potentials. To determine the coefficients of this linear combination, a variational problem
is constructed.

The convergence of the method is proved. For the numerical implementation, a stable algorithm
based on the regularization of the initial variational problem is proposed. The problem of finding
an approximate solution is reduced to a system of linear algebraic equations.

Using the proposed method, the problem of flowing around an infinitely thin plate with a
potential flow of an ideal fluid, which reduces to the Fredholm integral equation of the first kind
with a logarithmic kernel, is solved. The results of numerical calculations are presented.
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Введение

При решении различных прикладных за-
дач всё большее применение находят инте-
гральные уравнения [1, 2]. Этим вызван инте-
рес к методам решения таких уравнений [1–3].

В настоящей работе рассматривается при-
ближённый метод решения интегрального
уравнения Фредгольма 1-го рода с фредголь-
мовым ядром. Метод основан на аппрокси-
мации решения системой точечных потенци-
алов [4–7]. Выбор точечных потенциалов в
качестве аппроксимирующих функций поз-
воляет применять предложенный метод для
решения задач в областях с криволинейными
границами.

В статье описан метод приближённого ре-
шения, доказана его сходимость и предложен
устойчивый алгоритм для его реализации.

С помощью предложенного метода реше-
на задача обтекания бесконечно тонкой пла-
стины, приведены результаты численных рас-
чётов.

1. Постановка задачи

Пусть Ω ⊂ R2 — ограниченная область
с кусочно-гладкой границей 𝑆, Ω+ = Ω ∖ Ω,
𝐿2 = 𝐿2(𝑆),

𝐿𝑐
2 =

⎧
⎨
⎩𝑢 ∈ 𝐿2 :

∫︁

𝑆

𝑢(𝑥) d𝑆𝑥 = 0

⎫
⎬
⎭ .

Пусть 𝑓 ∈ 𝐿2,
∫︁

𝑆

∫︁

𝑆

𝜙2(𝑥, 𝑦) d𝑆𝑥 d𝑆𝑦 <∞.
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Рассмотрим интегральное уравнение Фред-
гольма 1-го рода

∫︁

𝑆

𝑔(𝑥)𝜙(𝑥, 𝑦) d𝑆𝑥 = 𝑓(𝑦), 𝑦 ∈ 𝑆 (1.1)

и следующие задачи:
Задача 1. Найти функцию 𝑔 ∈ 𝐿2, удо-

влетворяющую (1.1).

Задача 2. Найти функцию 𝑔 ∈ 𝐿𝑐
2, удо-

влетворяющую (1.1).
При решении задач понадобится следую-

щая лемма [2,5].
Лемма 1. Пусть

𝛽0(𝑥) = 1, 𝛽𝑖(𝑥) =
𝜕

𝜕𝜈
ln

1

|𝑥𝑖 − 𝑥| ,

𝑥𝑖 ∈ Ω+, 𝑖 = 1,∞,

где множество 𝑋 = {𝑥𝑖}∞𝑖=1 удовлетворяет
условию единственности для гармонических
функций, 𝜈 — внешняя нормаль к Ω, тогда си-
стема {𝛽𝑖}∞𝑖=0 полна в 𝐿2, а система {𝛽𝑖}∞𝑖=1 —
в 𝐿𝑐

2.

2. Приближённое решение задачи 1
Предполагая, что задача 1 имеет решение

𝑔 ∈ 𝐿2, будем искать приближённое решение
в виде

𝑔𝑛(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖=0

𝑐𝑖𝛽𝑖(𝑥).

Рассмотрим задачи

inf
𝑐𝑖

⃦⃦
⃦⃦

𝑛∑︁

𝑖=0

𝑐𝑖𝛽𝑖 − 𝑔

⃦⃦
⃦⃦
2

𝐿2

и

inf
𝑐𝑖

⃦⃦
⃦⃦

𝑛∑︁

𝑖=0

𝑐𝑖𝜉𝑖 − 𝑓

⃦⃦
⃦⃦
2

𝐿2

, (2.1)

где

𝜉𝑖(𝑦) =

∫︁

𝑆

𝛽𝑖(𝑥)𝜙(𝑥, 𝑦) d𝑆𝑥.

Их решения обозначим
{︀
𝑐1𝑖
}︀𝑛
𝑖=0

и
{︀
𝑐2𝑖
}︀𝑛
𝑖=0

соответственно. Обозначим

𝑔𝑘𝑛(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖=0

𝑐𝑘𝑖 𝛽𝑖(𝑥), 𝑓
𝑘
𝑛(𝑦) =

𝑛∑︁

𝑖=0

𝑐𝑘𝑖 𝜉𝑖(𝑦),

𝑘 = 1, 2.

Если для отыскания приближённого ре-
шения использовать (2.1), то удаётся найти
лишь 𝑔2𝑛, при этом, вообще говоря, 𝑔2𝑛 ̸→ 𝑔
при 𝑛→ ∞ [8, 9].

Из леммы 1 следует, что ‖𝑔1𝑛 − 𝑔‖𝐿2 → 0
при 𝑛→ ∞, поэтому из неравенств

‖𝑓2𝑛 − 𝑓‖2𝐿2
6 ‖𝑓1𝑛 − 𝑓‖2𝐿2

=

∫︁

𝑆

⎛
⎝
∫︁

𝑆

(︁
𝑔1𝑛(𝑥)− 𝑔(𝑥)

)︁
𝜙(𝑥, 𝑦) d𝑆𝑥

⎞
⎠

2

𝑑𝑆𝑦 6

6 ‖𝑔1𝑛 − 𝑔‖2𝐿2

∫︁

𝑆

∫︁

𝑆

𝜙(𝑥, 𝑦) d𝑆𝑥 d𝑆𝑦,

получаем ‖𝑓2𝑛 − 𝑓‖𝐿2 → 0 при 𝑛 → ∞. Этот
факт позволяет построить устойчивый алго-
ритм отыскания 𝑔1𝑛.

Пусть 𝛼 ∈ R, 𝛼 > 0. Будем искать 𝑔𝛼𝑛(𝑥)
в виде

𝑔𝛼𝑛(𝑥) =

𝑛∑︁

𝑖=0

𝑐𝛼𝑖 𝛽𝑖(𝑥),

где коэффициенты 𝑐𝛼𝑖 определяются «регуля-
ризованной» задачей

inf
𝑐𝑖

(︃⃦⃦
⃦⃦

𝑛∑︁

𝑖=0

𝑐𝑖𝜉𝑖 − 𝑓

⃦⃦
⃦⃦
2

𝐿2

+ 𝛼

⃦⃦
⃦⃦

𝑛∑︁

𝑖=0

𝑐𝑖𝛽𝑖

⃦⃦
⃦⃦
2

𝐿2

)︃
,

которая приводит к системе линейных алгеб-
раических уравнений

𝑛∑︁

𝑖=0

𝑎𝑖𝑗𝑐𝑖 + 𝛼
𝑛∑︁

𝑖=0

(𝛽𝑖, 𝛽𝑗)𝑐𝑖 = 𝑏𝑗 ,

𝑗 = 0, 𝑛.

Здесь

𝑎𝑖𝑗 =

∫︁

𝑆

∫︁

𝑆

𝛽𝑖(𝑥)𝜙(𝑥, 𝑦) d𝑆𝑥×

×
∫︁

𝑆

𝛽𝑗(𝑥)𝜙(𝑥, 𝑦) d𝑆𝑥 d𝑆𝑦,

𝑏𝑗 =

∫︁

𝑆

𝑓(𝑦)

∫︁

𝑆

𝛽𝑖(𝑥)𝜙(𝑥, 𝑦) d𝑆𝑥 d𝑆𝑦,

(𝛽𝑖, 𝛽𝑗) =

∫︁

𝑆

𝛽𝑖(𝑥)𝛽𝑗(𝑥) d𝑆𝑥.
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Рис. 1

Рис. 2

В этом случае ‖𝑔𝛼𝑛 − 𝑔1𝑛‖𝐿2 → 0 при
𝑛 → ∞, 𝛼 → 0 [9], из чего в силу неравен-
ства

‖𝑔𝛼𝑛 − 𝑔‖𝐿2 6 ‖𝑔𝛼𝑛 − 𝑔1𝑛‖𝐿2 + ‖𝑔1𝑛 − 𝑔‖𝐿2

следует, что ‖𝑔𝛼𝑛 − 𝑔‖𝐿2 → 0 при 𝑛→ ∞, 𝛼→
→ 0.

Замечание 1. Результаты справедливы,
если контур 𝑆 не является замкнутым.

Замечание 2. Задача 2 решается анало-
гично.

3. Применение метода к решению
задачи обтекания

Рассматривается задача обтекания беско-
нечно тонкой пластины потенциальным пото-
ком идеальной несжимаемой жидкости, на-
правленным вдоль оси 𝑥1 и имеющем ско-
рость на бесконечности 𝑉∞ = 1. Функция
тока задачи обтекания представляется в ви-
де [4]

𝜓(𝑦) = −𝑉∞𝑥2 +
∫︁

𝑆

𝑔(𝑥)𝜙(𝑥, 𝑦) d𝑆𝑥 + 𝑞0,

где 𝑔(𝑥) — неизвестная функция,

𝜙(𝑥, 𝑦) = ln
1

|𝑥− 𝑦| ,

кривая 𝑆 задает профиль пластины, 𝑞0 —
некоторая константа.

Так как 𝑆 является частью траектории по-
тока, то необходимо выполнение следующего
условия

𝜓(𝑦) = const, 𝑦 ∈ 𝑆,

которое приводит к интегральному уравне-
нию Фредгольма 1-го рода

∫︁

𝑆

𝑔(𝑥)𝜙(𝑥, 𝑦) d𝑆𝑥 = 𝑉∞𝑥2 − 𝑞0.

Полученное уравнение решалось с помо-
щью предложенного метода. На рис. 1 и 2
изображены линии тока 𝜓(𝑦) = const реше-
ния задачи обтекания пластины с различны-
ми углами атаки при 𝑛 = 20, 𝛼 = 0,01.
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