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Abstract. The shift systems of the fundamental solution of biharmonic equation are considered.
The shift sequence belongs to the complement of the bounded single-bond domain 𝑄, so that
all system functions satisfy the biharmonic equation in 𝑄. The space of biharmonic functions
𝐺2(𝑄) is introduced as a closure in the 𝐿2(𝑄) norm of the linear shell of all kinds of shifts of
the fundamental solution of biharmonic equation. The following problem is considered: what
conditions the countable sequence of shifts must have so that the linear shell closure matches the
entire 𝐺2(𝑄) space, or, in other words, when is the considered system complete in 𝐺2(𝑄)? The
problem for the harmonic case was considered by V.G. Lezhnev, he introduced a sufficient basis
condition and proved the completeness and linear independence of shift systems of the fundamental
solution of Laplace’s equation.The work generalizes the basis condition to the biharmonic case
and proves the closedness and linear independence of biharmonic system. The basis condition is
related to the singularity condition of biharmonic functions. The proof relies on the property of
continuity of potentials with a biharmonic nucleus and on the Rikier’s boundary value problem
solution.

Keywords: harmonic functions, biharmonic functions, complete potential systems, method of
basic potentials (MBP), method of fundamental solutions (MFS), projection methods.

Введение

Системы сдвигов фундаментальных реше-
ний различных уравнений математической
физики рассматривались в связи с построе-
нием проекционного метода решения соответ-
ствующих краевых задач [1,2]. Такой подход в
дальнейшем назывался методом разложения
по неортогональным функциям [3], методом
базисных потенциалов [4] и, в зарубежной
литературе, методом фундаментальных ре-
шений [5].

Всякая такая система порождается сдви-
гами аргументов одной функции — фундамен-
тального решения дифференциального опе-
ратора или некоторой его модификации. Схо-
димость алгоритмов метода обеспечивается
полнотой рассматриваемых систем; получе-
ние достаточных условий полноты — условий
на множество сдвигов, является одной из ос-
новных задач теоретического обоснования ис-
пользования тех или иных фундаментальных
решений. Различают два типа систем: опре-
деленные на границе области и внутри об-

ласти. При решении краевых задач системы
первого типа используют для аппроксимации
граничных данных, а системы второго типа —
для приближения решения внутри заданной
области используя структурные свойства ре-
шения.

В первых и последующих работах авторов
метода [1, 2] для первого типа систем сдви-
гов фундаментального решения уравнения
Лапласа было доказано, что для полноты до-
статочно располагать сдвиги всюду плотно
на гладкой поверхности, охватывающей об-
ласть, в которой рассматривается решение.
Фактически, аналогичное условие было по-
лучено в работе [6] для второго типа систем
сдвигов фундаментального решения бигар-
монического уравнения. Однако на практи-
ке, при расположении точек на поверхности,
близко расположенной к границе области, в
некоторых случаях возникали численные па-
радоксы [6, 7], и их природа оставалась невы-
ясненной.

По-видимому, впервые, в других терми-
нах, достаточное условие полноты (условие
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базисности) для первого типа систем сдви-
гов фундаментального решения уравнения
Лапласа, сформулировал проф. В. Г. Лежнев
в работе [8] и указал на то, что сдвиги можно
выбирать локализованно, он же обратил вни-
мание на эквипотенциали Робена — контину-
альные множества неединственности [9]. На-
рушение условия базисности, например, вы-
бор точек на эквипотенциали Робена, может
приводить к ошибочным результатам и объяс-
нить возникающие парадоксы. Также, в связи
с решением задачи выделения гармонической
составляющей функции, проф. В. Г. Лежнев
рассмотрел системы второго типа в гармони-
ческом подпространстве (гармонические си-
стемы базисных потенциалов) и доказал их
полноту [10]. Цель настоящей работы: обоб-
щение гармонических систем базисных потен-
циалов на бигармонический случай.

Бигармонические системы рассматрива-
лись и другими, в том числе и зарубежны-
ми, авторами, в их работах в основном об-
суждаются важные алгоритмические вопро-
сы [11–13]. Другим подходом к решению би-
гармонического уравнения является исполь-
зование разложения Альманси и сведение за-
дачи к определению гармонических компо-
нент [14], но такой подход ограничен геомет-
рией области.

Следует отметить, что совершенствование
различных проекционных численных методов
для бигармонического уравнения в областях
сложной геометрии продолжает развивать-
ся, о чем можно судить по последним рабо-
там [15–17].

Важность бигармонического уравнения
обусловлена, в первую очередь, практически-
ми задачами теории упругости и гидродина-
мики. Так, в [18] для стационарного неодно-
родного уравнения Ламе используется опре-
деленное расщепление пространства вектор-
функций, и решение сводится к бигармониче-
скому уравнению. В другой работе [19] стро-
ятся регулярные вихревые течения, для ко-
торых условие минимума среднеквадратиче-
ской завихренности приводит к бигармониче-
скому уравнению для функции тока. В [20]
решение бигармонического уравнения стро-
ится на основе интегрального представления
функции в виде логарифмического потенциа-
ла с неизвестной гармонической плотностью,
задача фактически сводится к решению об-
ратной задачи теории потенциала, что вле-
чет определенные трудности, связанные со

спецификой решения обратных задач. В ра-
ботах [18–20] для решения бигармонического
уравнения использовались гармонические си-
стемы базисных потенциалов [4].

В настоящей работе рассматриваются вто-
рого типа системы сдвигов фундаменталь-
ного решения бигармонического уравнения,
обобщающие гармонические системы и усло-
вие базисности, введеные проф. В. Г. Лежне-
вым в [10]. Последовательность сдвигов при-
надлежит дополнению ограниченной одно-
связной области. Рассматривается простран-
ство функций, бигармонических в ограничен-
ной области, и доказывается замкнутость си-
стемы бигармонических потенциалов в этом
пространстве.

1. Гармоническое и бигармоническое
пространства

1.1. Рассмотрим однородное бигармони-
ческое уравнение

Δ2𝑢(𝑥) = 0, Δ2 = Δ(Δ), (1.1)

в ограниченной области 𝑄 ⊂ R𝑛 с границей
Ляпунова 𝑆 = 𝜕𝑄, 𝑆 ∈ 𝐶1+𝛼,(𝛼 > 0) [21],
где Δ — оператор Лапласа по переменным
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, представляющим собой декар-
товы координаты точек (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) евкли-
дова 𝑛-мерного пространства R𝑛, (𝑛 > 2). До-
полнение в R𝑛 области 𝑄 без границы 𝑆 обо-
значим 𝑄+ := R𝑛∖𝑄.

Регулярные (имеющие непрерывные част-
ные производные четвертого порядка) реше-
ния 𝑢(𝑥) уравнения (1.1) называются бигар-
моническими функциями.

Известно [22], что простейшие фундамен-
тальные решения уравнения (1.1) имеют вид:
а) в случае 𝑛 = 3 и 𝑛 > 4,

𝐸2,𝑛(𝑥) = κ2,𝑛 |𝑥|4−𝑛 ,

κ2,𝑛 =
Γ(𝑛/2− 2)

16𝜋𝑛/2
;

(1.2)

б) в случае 𝑛 = 2,4,

𝐸2,𝑛(𝑥) = κ2,𝑛 |𝑥|4−𝑛 ln |𝑥| ,

κ2,𝑛 =
(−1)𝑛/2−1

8𝜋𝑛/2
.

(1.3)

В дальнейшем в случае а) будем говорить об
алгебраическом, в случае б) — о логарифми-
ческом случаях.

Для фундаментальных решений (1.2) и
(1.3) справедливы соотношения [22]:
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– в случае а)

Δ𝐸2,𝑛(𝑥) = 𝐸1,𝑛(𝑥), (1.4)

– в случае б)

Δ𝐸2,𝑛(𝑥) = 𝐸1,𝑛(𝑥) + 𝜈1,𝑛(𝑥). (1.5)

Здесь

𝜈1,𝑛(𝑥) = (6− 𝑛)κ2,𝑛 |𝑥|2−𝑛 , (1.6)

— многочлен удовлетворяет уравнению
Δ𝜈1,𝑛(𝑥) = 0, а 𝐸1,𝑛(𝑥) — фундаменталь-
ное решение уравнения Лапласа, имеющее
следующий вид:

𝐸1,2(𝑥) =
1

2𝜋
ln |𝑥| ,

𝐸1,𝑛(𝑥) = − 1

(𝑛− 2)𝜔𝑛
|𝑥|2−𝑛 , 𝑛 > 3,

где 𝜔𝑛 — площадь единичной сферы в R𝑛.
1.2. Отметим одно простое свойство

непрерывности потенциалов с гармоническим
и бигармоническим ядром.

Лемма 1. Если 𝑔 ∈ 𝐿2(𝑄), то потенциалы

𝑢(𝑥) =

∫︁∫︁

𝑄
𝑔(𝑦)𝐸2,𝑛(𝑥− 𝑦) d𝑦,

Δ𝑢(𝑥) =

∫︁∫︁

𝑄
𝑔(𝑦)Δ𝐸2,𝑛(𝑥− 𝑦) d𝑦,

непрерывны в 𝑄+ вплоть до границы.

Доказательство. Рассмотрим первый по-
тенциал, второй рассматривается аналогично.
Пусть 𝑥(0) ∈ 𝑆 и 𝑥 ∈ 𝑄+. Рассмотрим модуль
разности
⃒⃒
⃒𝑢(𝑥(0))− 𝑢(𝑥)

⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒
⃒⃒
∫︁∫︁

𝑄
𝑔(𝑦)

[︁
𝐸2,𝑛(𝑥

(0) − 𝑦)− 𝐸2,𝑛(𝑥− 𝑦)
]︁
d𝑦

⃒⃒
⃒⃒ =

=
⃒⃒
⃒
(︁
𝑔,𝐸2,𝑛(𝑥

(0) − ·)− 𝐸2,𝑛(𝑥− ·)
)︁⃒⃒
⃒ 6

6 ‖𝑔‖
⃦⃦
⃦𝐸2,𝑛(𝑥

(0) − ·)− 𝐸2,𝑛(𝑥− ·)
⃦⃦
⃦ ,

где норма ‖·‖ — есть 𝐿2(𝑄)-норма. Непре-
рывность следует из непрерывности нормы и
непрерывности фундаментального решения
𝐸2,𝑛, таким образом,

⃒⃒
𝑢(𝑥(0))− 𝑢(𝑥)

⃒⃒
→ 0 при

𝑄+ ∋ 𝑥→ 𝑥(0) ∈ 𝑆. �

1.3. Рассмотрим

𝑒𝑚(𝑄) = {𝑓 : 𝑓(𝑦) = 𝐸𝑚,𝑛(𝑥− 𝑦),

𝑦 ∈ 𝑄, 𝑥 ∈ 𝑄+}

— множество (функций, определенных на 𝑄),
порожденное всевозможными сдвигами фун-
даментального решения 𝐸𝑚,𝑛, при 𝑚 = 1, 2.
Обозначим 𝐺𝑚(𝑄) — замыкание линейной
оболочки множества 𝑒𝑚(𝑄) в норме 𝐿2(𝑄),
𝑚 = 1, 2. Полученное 𝐺1(𝑄) и 𝐺2(𝑄) будем
называть подпространством гармонических
и бигармонических функций в 𝐿2(𝑄). Всякая
функция из 𝐺1(𝑄) и 𝐺2(𝑄) является регуляр-
ной гармонической и бигармонической в 𝑄
функцией [22].

2. Полнота гармонических систем

Приведем определение базисной последо-
вательности, данное в [4], обобщенное на би-
гармонический случай.

Определение. Последовательность то-
чек

𝑥(𝑘) ∈ 𝑄+, 𝑘 = 1, 2, . . . .

называется 2-базисной, если она отделена от
границы 𝑆 и удовлетворяет условию един-
ственности бигармонических в 𝑄+ функций,
то есть из равенств двух бигармонических
функций 𝑢(𝑥) и 𝑣(𝑥) в точках последователь-
ности 𝑢(𝑥(𝑘)) = 𝑣(𝑥(𝑘)), 𝑘 = 1, 2, . . . , следует
их тождественное равенство 𝑢(𝑥) ≡ 𝑣(𝑥) при
𝑥 ∈ 𝑄+.

Введенная в [4] базисная последователь-
ность в точности соответствует 1 -базисной
последовательности в терминах данного вы-
ше определения. Сформулируем простое свой-
ство связи 2 -базисной и 1 -базисной последо-
вательности.

Лемма 2. 2-базисная последовательность
является 1 -базисной и обратное не верно.

Доказательство. Поскольку всякая от-
крытая окрестность, содержащая хотя бы од-
ну точку, является множеством единствен-
ности бигармонических (и даже веществен-
но аналитических) функций, не ограничи-
вая общности, можно считать, что точки
базисной последовательности располагаются
локально. В работе [23] показано, что мно-
жеством единственности бигармонических
функций является множество, состоящее из
двух не совпадающих друг с другом сфер,
лежащих в области бигармоничности вместе
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с шарами, которые они ограничивают, тогда
как одна сфера является множеством един-
ственности гармонических функций, если она
лежит в области гармоничности вместе с огра-
ничиваемым ею шаром. Для доказательства
леммы достаточно рассмотреть на сферах
счетное всюду плотное множество. �

Пусть 𝑥(𝑘), 𝑘 = 1, 2, . . . — некоторая после-
довательность точек в R𝑛. Обозначим

𝛾1,𝑘(𝑥) = 𝐸1,𝑛(𝑥
(𝑘) − 𝑥),

𝑥 ∈ 𝑄, 𝑘 = 1, 2, . . . .

Справедливо следующее утверждение [4].
Теорема (В. Г. Лежнев). Система

функций 𝛾1,𝑘(𝑥), 𝑘 = 1, 2, . . ., линейно незави-
сима и замкнута в подпространстве 𝐺1(𝑄),
если последовательность 𝑥(𝑘) является 1 -
базисной в 𝑄+.

Замечание 1. В силу леммы 2 теорема
В. Г. Лежнева также справедлива, если после-
довательность 𝑥(𝑘) является 2 -базисной.

Целью настоящей работы является обоб-
щение теоремы В.Г. Лежнева на бигармони-
ческий случай.

3. Задача Рикье для бигармонического
уравнения

Рассмотрим задачу Рикье [24] для би-
гармонического уравнения в следующей
постановке: требуется найти функцию
𝑢(𝑥) ∈ 𝐺2(𝑄) такую, что Δ𝑘𝑢(𝑥) ∈ 𝐶(𝑄),
𝑘 = 0, 1 и

Δ2𝑢(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝑄, (3.1)

𝑢(𝑥)|𝑆 = 𝑓0(𝑥), Δ𝑢(𝑥)|𝑆 = 𝑓1(𝑥). (3.2)

Лемма 3. Если 𝑓1 = 𝑓0 = 0, то 𝑢(𝑥) ≡ 0,
𝑥 ∈ 𝑄.

Доказательство. Рассмотрим интеграль-
ное представление [24], справедливое для
всех регулярных и ограниченных функций
из 𝐺2(𝑄)

𝑢(𝑥) =

∫︁∫︁

𝑄
Δ𝑢(𝑦)𝐸1,𝑛(𝑥− 𝑦) d𝑦+

+

∫︁

𝑆
𝑢(𝑥)

𝜕

𝜕n
𝐸1,𝑛(𝑥− 𝑦) d𝑆𝑦−

−
∫︁

𝑆

𝜕

𝜕n
𝑢(𝑥)𝐸1,𝑛(𝑥− 𝑦) d𝑆𝑦, 𝑥 ∈ 𝑄.

Обозначим 𝑔(𝑥) = Δ𝑢(𝑥), тогда Δ2𝑢(𝑥) =
= Δ𝑔(𝑥) = 0, следовательно, 𝑔 ∈ 𝐺1(𝑄). В
силу второго граничного условия (3.2) по-
лучаем, что 𝑔(𝑥)|𝑆 = 0. Тогда по принципу
максимума 𝑔(𝑥) ≡ 0, 𝑥 ∈ 𝑄, следовательно,
𝑢(𝑥) ∈ 𝐺1(𝑄). Но, если 𝑢(𝑥) ∈ 𝐺1(𝑄) и вы-
полняется первое граничное условие (3.2), то
𝑢(𝑥) ≡ 0, 𝑥 ∈ 𝑄. �

4. Замкнутость бигармонической
системы

Пусть 𝑥(𝑘), 𝑘 = 1, 2, . . . — некоторая после-
довательность точек в R𝑛. Обозначим

𝛾2,𝑘(𝑥) = 𝐸2,𝑛(𝑥
(𝑘) − 𝑥),

𝑥 ∈ 𝑄, 𝑘 = 1, 2, . . . .

Считаем, что размерность 𝑛 пространства
R𝑛 зафиксирована, и в зависимости от чет-
ности 𝑛 фундаментальное решение 𝐸2,𝑛 опре-
деляется согласно алгебраическому (1.2) или
логарифмическому (1.3) случаям.

Сформулируем основной результат рабо-
ты.

Теорема. Система функций 𝛾2,𝑘(𝑥), 𝑘 =
= 1, 2, . . ., линейно независима и замкнута в
подпространстве 𝐺2(𝑄), если последователь-
ность 𝑥(𝑘) является 2 -базисной в 𝑄+.

Доказательство. Зафиксируем некото-
рую 2 -базисную в 𝑄+ последовательность
точек 𝑥(𝑘), 𝑘 = 1, 2, . . ., и рассмотрим соответ-
ствующую этой последовательности систему
функций 𝛾2,𝑘(𝑥). Пусть 𝑔 ∈ 𝐺2(𝑄), тогда для
доказательства замкнутости системы 𝛾2,𝑘(𝑥)
достаточно показать, что из предположения

(𝑔, 𝛾2,𝑘) = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . , (4.1)

следует равенство 𝑔(𝑥) ≡ 0, 𝑥 ∈ 𝑄. Рассмот-
рим бигармонический в 𝑄+ потенциал

𝑢(𝑥) =

∫︁∫︁

𝑄
𝑔(𝑦)𝐸2,𝑛(𝑥− 𝑦) d𝑦

в точках 𝑥 = 𝑥(𝑘). С учетом предположения
(4.1), имеем

𝑢(𝑥(𝑘)) = (𝑔, 𝛾2,𝑘) = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . .

Поскольку последовательность точек 𝑥 = 𝑥(𝑘)

является 2 -базисной, то она удовлетворяет
условию единственности бигармонических в
𝑄+ функций, тогда 𝑢(𝑥) ≡ 0, 𝑥 ∈ 𝑄+. В си-
лу леммы 1, функция 𝑢(𝑥) непрерывна в 𝑄+

вплоть до границы. Тогда 𝑢(𝑥)|𝑆 = 0.
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Обозначим 𝑣(𝑥) = Δ𝑢(𝑥), тогда функция
𝑣(𝑥) — гармоническая в 𝑄+. Рассмотрим 𝑣(𝑥)

в точках 𝑥 = 𝑥(𝑘). С учетом предположения
(4.1) имеем 𝑣(𝑥(𝑘)) = 0 при 𝑘 = 1, 2, . . . Соглас-
но лемме 2 множество единственности бигар-
монических в 𝑄+ функций является множе-
ством единственности гармонических функ-
ций, следовательно, 𝑣(𝑥) ≡ 0, 𝑥 ∈ 𝑄+. Со-
гласно лемме 1 функция 𝑣(𝑥) непрерывна в
𝑄+ вплоть до границы, следовательно, имеем
𝑣(𝑥)|𝑆 = 0 или Δ𝑢(𝑥)|𝑆 = 0.

Таким образом, для бигармонической
функции 𝑢(𝑥) ∈ 𝐺2(𝑄) получаем задачу Ри-
кье с однородными граничными данными
𝑢(𝑥)|𝑆 = 0, Δ𝑢(𝑥)|𝑆 = 0, откуда согласно
лемме 3 получаем, что 𝑢(𝑥) ≡ 0, 𝑥 ∈ 𝑄, сле-
довательно, 𝑔(𝑥) ≡ 0, 𝑥 ∈ 𝑄. Замкнутость
доказана.

Докажем линейную независимость. Пред-
положим противное. Не ограничивая общно-
сти, пусть первые 𝑁 элементов рассматрива-
емой системы линейно зависимы, тогда

𝐹 (𝑥) =
𝑁∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝛾2,𝑘(𝑥) ≡ 0, 𝑥 ∈ 𝑄.

Рассмотрим 𝐻(𝑥) = Δ𝐹 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝑄+. В алгеб-
раическом случае имеем

𝐻(𝑥) =

𝑁∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝛾1,𝑘(𝑥) ≡ 0. (4.2)

В силу замечания 1 система 𝛾1,𝑘 линейно неза-
висима, что противоречит последнему равен-
ству.

Рассмотрим логарифмический случай. Ис-
пользуя равенство (1.5), для 𝐻(𝑥) имеем

𝐻(𝑥) =

𝑁∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘

[︂
𝐸1,𝑛(𝑥

(𝑘) − 𝑥)+

+ 𝜈1,𝑛(𝑥
(𝑘) − 𝑥)

]︂
≡ 0, (4.3)

𝑥 ∈ 𝑄.

Линейная комбинация 𝐻(𝑥) гармонически
продолжается нулем в любую область 𝐷, со-
держащую 𝑄 и не содержащую точек 𝑥(𝑘),
𝑘 = 1, 𝑁 . Пусть 𝑐1 ̸= 0, возьмем область 𝐷,
для которой 𝑥(1) лежит на границе 𝜕𝐷. Тогда
при 𝑥 → 𝑥(1) первое слагаемое 𝐻(𝑥) стре-
мится к бесконечности, а сумма остальных
слагаемых, в силу их непрерывности в точке
𝑥(1), остается ограниченной, и, следователь-
но, равенство (4.3) не может выполняться.

Линейная независимость, а в месте с ней и
теорема, доказаны. �

Замечание 2. Несложно показать, что
первого типа система сдвигов фундаменталь-
ного решения бигармонического уравнения

𝛾2,𝑘(𝑥) = 𝐸2,𝑛(𝑥
(𝑘)−𝑥), 𝑥 ∈ 𝑆, 𝑘 = 1, 2, . . .

замкнута в пространстве 𝐿2(𝑆), если последо-
вательность 𝑥(𝑘) является 2 -базисной в 𝑄+.
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