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Abstract. The problem of the impact of an absolutely solid plate on the surface of an ideal fluid
layer is considered. The problem is formulated for the velocity potential as a boundary value
problem for the Laplace equation in a layer and half-space (M.V. Keldysh – two-dimensional case,
I.I. Vorovich, V.I. Yudovich – round disk case in R3). In the works of the mentioned authors, a
flat plate and a flat bottom were considered. This made it possible to apply the Fourier transform,
obtain an integral equation for the potential, and, using the expansion of the solution in special
functions, calculate some basic hydrodynamic values.

To solve this problem, an algorithm is proposed in which the most difficult step is to solve a
mixed boundary-value problem for the Laplace equation with a given boundary value on the plate
surface.

For the numerical solution of this problem, the method of point potentials is used, which is
also convenient for curvilinear boundaries. An approximate solution is represented as a linear
combination of point potentials. To determine its coefficients, a variational problem is constructed,
the solution of which reduces to a system of linear algebraic equations.

For a flat plate and a flat bottom, the results obtained are compared with the known ones. The
results of solving the problem with a convex plate and a curved bottom are presented.
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Введение

Рассматривается задача об ударе абсолют-
но твердой пластины о поверхность слоя иде-
альной жидкости. Задача формулируется для
потенциала скорости как краевая задача для
уравнения Лапласа в слое и полупростран-
стве (Келдыш М.В. — двумерный случай [1],
Ворович И.И., Юдович В.И. — случай круг-
лого диска в R3 [2]). В работах упомянутых
авторов рассматривалась плоская пластина и
плоское дно. Это позволило применить преоб-
разование Фурье, получить для потенциала
интегральное уравнение и, используя разло-
жение решения по специальным функциям,
вычислить некоторые основные гидродинами-
ческие значения.

В данной работе предложен алгоритм, в
котором для приближённого решения крае-
вой задачи для уравнения Лапласа применя-

ется метод точечных потенциалов [3–8], кото-
рый удобен, в частности, в случае криволи-
нейных границ. Приближенное решение пред-
ставляется в аналитическом виде, что также
удобно для дальнейших приложений.

Для плоской пластины и плоского дна ре-
зультаты сравниваются с результатами рабо-
ты [1]. Приведены результаты решения зада-
чи с выпуклой пластиной и криволинейным
дном.

1. Постановка задачи

На поверхность воды глубиной ℎ со скоро-
стью 𝑉0 падает пластина шириной 2𝑙, форма
которой описывается функцией 𝑦0(𝑥). Требу-
ется определить скорость 𝑉 движения пла-
стины в момент, непосредственно следующий
за ударом и распределение скоростей тече-
ния жидкости. Жидкость считается несжи-
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маемой, её плотность равняется 𝜌, плотность
пластины — 𝑚.

Пусть

Ω = {(𝑥, 𝑦) : |𝑥| > 𝑙,−ℎ < 𝑦 < 0}∪
∪ {(𝑥, 𝑦) : |𝑥| 6 𝑙,−ℎ < 𝑦 < 𝑦0(𝑥)},

𝜙(𝑥, 𝑦) – потенциал скоростей течения жидко-
сти, образующегося в момент, непосредствен-
но следующий за ударом. Потенциал 𝜙 явля-
ется решением следующей краевой задачи [1]:

Δ𝜙 = 0 в Ω, (1.1)

𝜕𝜙

𝜕𝑦
= 0 при 𝑦 = −ℎ, (1.2)

𝜕𝜙

𝜕𝑦
= −𝑉 при |𝑥| 6 𝑙, 𝑦 = 𝑦0(𝑥), (1.3)

𝜙 = 0 при |𝑥| > 𝑙, 𝑦 = 0, (1.4)

удовлетворяющим условию

𝜙,
𝜕𝜙

𝜕𝑥
→ 0 при |𝑥| → +∞.

Значение 𝑉 должно удовлетворять равенству

+𝑙∫︁

−𝑙

𝐽(𝑥) d𝑥 = 𝑚(𝑉 − 𝑉0), (1.5)

где 𝐽(𝑥) = −𝜌𝜙(𝑥, 𝑦0(𝑥)) — импульс сил дав-
ления вдоль пластины.

2. Алгоритм решения

Обозначим решение краевой задачи (1.1)–
(1.4) с заданным значением 𝑉 через 𝜙𝑉 (𝑥, 𝑦),
через 𝐽𝑉 = −𝜌𝜙𝑉 (𝑥, 𝑦0(𝑥)) — соответствую-
щий импульс сил,

𝐼𝑉 =

+𝑙∫︁

−𝑙

𝐽𝑉 (𝑥) d𝑥.

Возьмем 𝑉 = 1, тогда справедливо равенство

𝐼1 = 𝑚− (𝑚− 𝐼1).

Умножим последнее равенство на 𝑉 =
= 𝑚𝑉0/(𝑚− 𝐼1), получим

𝑉 𝐼1 = 𝑚(𝑉 − 𝑉0). (2.1)

Так как 𝑉 𝜙1 = 𝜙𝑉 , то 𝑉 𝐼1 = 𝐼𝑉 , поэтому из
(2.1) следует 𝐼𝑉 = 𝑚(𝑉 − 𝑉0), то есть выпол-
няется равенство (1.5).

Итак, рассматриваемая задача свелась к
следующему:

1. Найти 𝜙1,
2. Вычислить 𝐽1, 𝐼1,
3. Вычислить 𝑉 = 𝑚𝑉0/(𝑚 − 𝐼1) и 𝜙𝑉 =

= 𝑉 𝜙1.
Для эффективного отыскания функции

𝜙1 предлагается применить метод точечных
потенциалов.

3. Метод точечных потенциалов
Пусть

Ω𝑏 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑙 < |𝑥| < 𝑏, −ℎ < 𝑦 < 0}∪
∪ {(𝑥, 𝑦) : |𝑥| 6 𝑙, −ℎ < 𝑦 < 𝑦0(𝑥)},

𝑏 > 𝑙. Рассмотрим функцию 𝜙𝑏, удовлетво-
ряющую в области Ω𝑏 уравнению (1.1), гра-
ничным условиям (1.2)–(1.4) и граничному
условию

𝜕𝜙𝑏

𝜕𝑥
= 0 при |𝑥| = 𝑏. (3.1)

Значение 𝑏 выбираем так, чтобы при
|𝑥| = 𝑏 выполнялось приближённое равенство
𝜙𝑏 ≈ 0. Такой выбор параметра 𝑏 обеспечива-
ет близость функций 𝜙𝑏 и 𝜙.

Для отыскания функции 𝜙𝑏 применим ме-
тод точечных потенциалов [3–5]. Приближён-
ное решение 𝜙𝑏

𝑛(𝑥, 𝑦) будем искать в виде

𝜙𝑏
𝑛(𝑥, 𝑦) =

𝑛∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝛼𝑘(𝑥, 𝑦),

где 𝛼𝑘(𝑥, 𝑦) = ln
(︀
(𝑥𝑘 − 𝑥)2 + (𝑦𝑘 − 𝑦)2

)︀
, а точ-

ки (𝑥𝑘, 𝑦𝑘) принадлежат внешней области
Ω+ = R2 ∖ Ω.

Чтобы найти коэффициенты 𝑐𝑘, использу-
ем граничные условия (1.2)–(1.4) и (3.1). Для
этого определим функционал Φ(𝜙𝑏

𝑛) [7]:

Φ(𝜙𝑏
𝑛) =

𝑙∫︁

−𝑙

(︃
𝑉 +

𝜕

𝜕𝑦

𝑛∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝛼𝑘(𝑥, 𝑦0(𝑥))

)︃2

d𝑥+

+

⎛
⎝

−𝑙∫︁

−𝑏

+

𝑏∫︁

𝑙

⎞
⎠
(︃

𝑛∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝛼𝑘(𝑥,0)

)︃2

d𝑥+
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Таблица 1

ℎ/𝑙 1 3 5
𝑉/𝑉0 0,73017 0,75824 0,76233

+

𝑏∫︁

−𝑏

(︃
𝜕

𝜕𝑦

𝑛∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝛼𝑘(𝑥,−ℎ)
)︃2

d𝑥+

+

0∫︁

−ℎ

⎛
⎝
(︃
𝜕

𝜕𝑥

𝑛∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝛼𝑘(−𝑏, 𝑦)
)︃2

+

+

(︃
𝜕

𝜕𝑥

𝑛∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝛼𝑘(𝑏, 𝑦)

)︃2
⎞
⎠ d𝑦.

Функционал Φ(𝜙𝑏
𝑛) можно интерпретиро-

вать, как функцию 𝐹 (𝑐) переменных 𝑐 =
= (𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑛).

Рассмотрим следующую задачу. Необхо-
димо найти

𝜇 = min
𝑐
𝐹 (𝑐)

и минимизирующие коэффициенты 𝑐0 = (𝑐01,
𝑐02, . . . , 𝑐

0
𝑛).

Необходимые условия экстремума

𝜕𝐹

𝜕𝑐𝑖
= 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 (3.2)

приводят к линейной алгебраической системе
относительно коэффициентов 𝑐𝑘.

Можно доказать, что функция 𝐹 (𝑐) стро-
го выпуклая, поэтому матрица системы (3.2)
невырождена.

4. Результаты численных расчётов

Были проведены численные расчёты, по-
казавшие хорошее совпадение с результатами,
приведёнными в статье [1].

В табл. 1 приведены результаты расчётов
изменения отношения 𝑉/𝑉0 в зависимости от
отношения ℎ/𝑙 для неровного дна. Как видно
из таблицы, влияние глубины на отношение
𝑉/𝑉0 убывает с её возрастанием.

Метод точечных потенциалов может быть
реализован для областей достаточно общего
вида, поэтому предложенный алгоритм мо-
жет быть распространён на случай неровного
дна, криволинейной пластины и на трёхмер-
ный случай.
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