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ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ ПОТЕНЦИАЛАМИ1
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PROBLEM OF PLANE-PARALLEL PROFILE FLOW AND FUNCTIONS REPRESENTATION
IN TERMS OF POTENTIALS

Lezhnev V. G., Lezhnev M. V., Ryabchenko V. I.

The work proves the theorem on the representation of a stream function for the flow problem of
a bounded domain in terms of a logarithmic potential in this domain. The desired potential density
(density of bound vortices) is a harmonic function. The theorem proved deals with the exhaustive set in
the subspace of harmonic functions. The work describes algorithms and stream patterns of a semi-circle
flow with different circulation and variations with incidence.

Рассматривается задача обтекания ци-
линдрического тела потенциальным потоком
несжимаемой жидкости. Доказываются тео-
ремы о представлении функций на грани-
це области интегралами типа потенциалов,
приводятся алгоритмы. Дано доказательство
леммы Новикова о разложении пространства
L2(D).

1. Обозначим внешность ограниченной
односвязной области Q с границей S через
Q+ = R2\Q̄. В области Q+ требуется по-
строить векторное поле w(x) = {u(x), v(x)},
x = (x1, x2), удовлетворяющее условиям:

a) divw(x) = 0, rotw(x) = 0, x ∈ Q+;
b) w(∞) = {u0, v0} — заданная скорость;
с) S — линия тока поля w(x).
Векторное поле w(x) = {u(x), v(x)} мож-

но трактовать как поле скоростей плоскопа-
раллельного потока идеальной жидкости, об-
текающей профиль S. Из условия а) следует

существование функции тока ψ(x),

w =

{
∂

∂x1
,− ∂

∂x2

}
ψ(x) := ∇cψ(x).

Условие с) переписывается в виде

ψ(x) = const = b, x ∈ S.

Обозначим через ( , ) и ‖‖ скалярное произ-
ведение и норму в пространстве L2(S), через
E(x) — фундаментальное решение уравнения
Лапласа в R2. Будем обозначать G(Q) под-
пространство в L2(Q) гармонических функ-
ций

L2(Q) = G(Q)⊕N(Q).

В работе доказывается следующая основная
теорема.
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Теорема 1. Функция тока ψ(x) задачи
обтекания а)–с) представляется в виде

ψ(x) = (u0x2 − v0x1) +

∫
Q

g(y)E(x− y) dy,

(1)
x ∈ Q+;

это представление единственно в подпро-
странстве G(Q), g(y) ∈ G(Q), если потенциал
Робена в Q не равен нулю.

Потенциал Робена R(x) имеет вид [1]

R(x) =

∫
S

ϕ∗(y)E(x− y) dsy,

где ϕ∗(x) — плотность потенциала Робе-
на (пусть ‖ϕ∗‖ = 1) и по определению
R(x) ≡ R0 = const, x ∈ Q.

При этом (ϕ∗, 1) 6= 0 [1], т.е.

R(x) = (ϕ∗, 1) ln |x|+O(1), |x| → ∞,

и векторное поле

wR = ∇cR(x) =

{
∂

∂x2
,− ∂

∂x1

}
R(x)

является касательным к S. Потенциал Робена
определяет чисто циркуляционное обтекание,
если R(x) принять за функцию тока. Цирку-
ляция Γ такого поля на S и на окружности Sr
большого радиуса r равна [2]

Γ = (ϕ∗, 1) =

∫
S

ϕ∗(x) ds.

Если R0 = 0, то единственности представ-
ления (1) нет.

Будем пользоваться далее разложениями
L2(S) в прямую сумму —

L2(S) = {ϕ∗} ⊕ Lϕ2 (S) = {1} ⊕ LC2 (S),

где {ϕ∗} и {1} — одномерные подпростран-
ства.

2. Предварительно рассмотрим разложе-
ние пространства L2(Q).

Определение. Ограниченная последова-
тельность точек xm, m = 1, 2, . . ., называ-
ется множеством, удовлетворяющим условию
единственности гармонических функций вR2,
если функции u1(x) и u2(x), гармонические в
некоторой области Q, содержащей точки xm,

и равные в этих точках, равны тождественно
u1(x) ≡ u2(x), x ∈ Q.

Далее предполагается, что последователь-
ность точек zm ∈ Q+, m = 1, 2, . . ., удовлетво-
ряет условию единственности гармонических
функций и отделена от границы S (будем на-
зывать ее базисной).

Теорема 2. Система функций

γm(x) = E(zm − x), x ∈ Q, m = 1, 2, . . .

линейно независима и замкнута в G(Q).
Доказательство. Пусть g(x) — произ-

вольная из G(Q), рассмотрим функцию v(x)

v(x) =

∫
Q

g(y)E(x− y) dy.

Предположим, что g(x) ортогональна всем
γm(x), тогда v(zm) = 0, m = 1, 2, . . .. Отсю-
да следует, что гармоническая в Q+ функ-
ция v(x) тождественно равна нулю вQ+. Если
g(y) ∈ L2(Q), то v(x) ∈ C1(R2), т. е.

v|S = 0,
∂v

∂n

∣∣∣∣
S

= 0. (2)

Функция v(x) в области Q удовлетворяет би-
гармоническому уравнению

∆2v(x) = 0, x ∈ Q−,

и граничным условиям (2). Следовательно,
v(x) ≡ 0 в Q−, т.е. g(x) = ∆v(x) = 0. За-
мкнутость доказана.

Для доказательства линейной независи-
мости предположим противное. Пусть некото-
рая конечная линейная комбинация функций
γk(x) тождественно равна нулю на S, обозна-
чим ее F (x),

F (x) =
∑
ckn

γkn(x) ≡ 0, x ∈ S.

Отсюда следует тождественное равенство ну-
лю F (x) в Q−, а также в любой области D, со-
держащей Q и не содержащей базисных точек
zm. Пусть ck1 6= 0, возьмем D, для которой
zk1 принадлежит границе. Тогда при x→ xk1

слагаемое γk1(x) стремится к бесконечности,
а сумма остальных слагаемых остается огра-
ниченной, т. е. равенство F (x) ≡ 0 не может
выполняться. Теорема доказана.

Следующее утверждение, формулировка
которого была дана в работе [3] для трехмер-
ного случая, будем называть леммой Новико-
ва.
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Лемма Новикова. Если Q — ограничен-
ная область в R2 с границей Ляпунова ∂Q и ее
потенциал Робена не равен нулю в Q, R0 6= 0,
то пространство L2(Q) имеет следующее раз-
ложение в прямую сумму

L2(Q) = G(Q)⊕N(Q),

где G(Q) — подпространство гармонических
в Q функций, а функция p(x) принадлежит
N(Q) тогда и только тогда, когда∫

Q

p(y)E(x− y) dy = 0, x ∈ S. (3)

Доказательство. а) Рассмотрим в L2(Q)
множество функций p(x), удовлетворяющих
условию (3). Покажем, что это множество об-
разует подпространство в L2(Q). Очевидно,
оно является линейным многообразием. Обо-
значим его N(Q), докажем его замкнутость.

Пусть pn(x) ∈ N(Q), n = 1, 2, . . .
и последовательность pn(x) фундаменталь-
на в L2(Q). Обозначим предельную функцию
p0(x) и рассмотрим функцию

f(x) =

∫
Q

p0(y)E(x− y) dy.

В граничной точке x1 ∈ S при n→∞ имеем∣∣∣∣∣∣∣f(x1)−
∫
Q

pn(y)E(x1 − y) dy

∣∣∣∣∣∣∣ =

=
∣∣(p0(y)− pn(y), E(x1 − y)

)∣∣ 6
6 ‖p0 − pn‖

∥∥E(x1 − y)
∥∥→ 0.

Следовательно, f(x1) = 0, p0(x) ∈ N(Q), и
N(Q) является подпространством.

b) Обозначим через G(Q) ортогональное
дополнение к N(Q) в L2(Q),

L2(Q) = G(Q)⊕N(Q).

Покажем, что подпространство G(Q) образо-
вано замыканием гармонических в Q функ-
ций. Возьмем в области Q бесконечно диффе-
ренцируемые функции h(x),

h(x) ∈ C∞(Q), suph(x) b Q;

такие функции образуют в L2(Q) плотное
подмножество. Пусть p(x) = ∆h(x), тогда

h(x) =

∫
Q

p(y)E(x− y) dy, x ∈ Q,

следовательно, p(x) ∈ N(Q).
Возьмем функцию g(x), принадлежащую

G(Q) ∪ C2(Q), множество таких функций
плотно в G(Q). По построению g(x)⊥p(x), по-
этому

0 =

∫
Q

g(x)p(x) dx =

=

∫
Q

g(x)∆h(x) dx =

∫
Q

∆g(x)h(x) dx.

Из плотности в L2(Q) множества функций
h(x) следует, что ∆g(x) = 0, функция g(x) яв-
ляется гармонической, то есть G(Q) — замы-
кание множества гармонических функций.

с) Покажем теперь, что гармоническая
функция не может принадлежать подпро-
странству N(Q), если R0 6= 0.

Для доказательства предположим про-
тивное, что g(y) ∈ G(Q) и∫

Q

g(y)E(x− y) dy = 0, x ∈ S.

Рассмотрим решение w(x) следующей крае-
вой задачи:

∆w(x) = g(x), x ∈ Q, w|S = 0.

Из интегрального представления

w(x) =

∫
Q

g(y)E(x− y) dy+

+

∫
S

[
w(y)

∂E(x− y)

∂n(y)
− ∂w

∂n
E

]
dsy,

x ∈ Q,
получаем

0 =

∫
S

g(y)E(x− y) dy −
∫
S

∂w

∂n
E(x− y) dsy,

где x ∈ S, откуда следует, что последний ин-
теграл равен нулю на S, т. е. потенциал Робе-
на для Q равен нулю. Получаем противоре-
чие. Лемма доказана.
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Можно доказать [4], что все функции из
G(Q) являются гармоническими.

Замечание 1. Отметим, что если потенци-
ал Робена равен нулю, то существует отлич-
ная от нуля гармоническая функция g(y) та-
кая, что∫

Q

g(y)E(x− y) dy = 0, x ∈ S. (4)

Для доказательства рассмотрим решение
u(x) краевой задачи:

∆2u(x) = 0, x ∈ Q;

u|S = 0,
∂u

∂n

∣∣∣∣
S

= ϕ∗(x).

Из интегрального равенства при x ∈ Q

u(x) =

∫
Q

∆u(x)E(x− y) dy+

+

∫
S

[
u
∂E(x− y)

∂n(y)
− ∂u

∂n
E

]
dsy,

получаем следующее равенство на границе

0 =

∫
Q

∆u(y)E(x− y) dy−

−
∫
S

ϕ∗(y)E dsy, x ∈ S.

Последний интеграл равен нулю по усло-
вию. Следовательно, равенство (4) выполня-
ется при g(y) = ∆u(y).

3. Рассмотрим задачу представления
функции f(x) ∈ L2(S) логарифмическим по-
тенциалом (см. также [5,6]).

Теорема 3. Любая функция f(x) из под-
пространства Lϕ2 (S) может быть представлена
в виде

f(x) =

∫
Q

g0(y)E(x− y) dy, (5)

где g(x) ∈ G(Q); это представление един-
ственно в подпространстве гармонических
функций G(Q), если потенциал Робена R0 для
области Q не равен нулю.

Доказательство. Обозначим черезK2 ин-
тегральный оператор потенциала двойного
слоя на S

K2h =

∫
S

h(y)
∂

∂n(y)
E(x− y) dsy. (6)

Число λ = 1
2 — простое собственное чис-

ло оператора K2 с собственной функцией
c(x) = 1 [1]. Потенциал Робена ϕ∗(x) являет-
ся собственной функцией сопряженного опе-
ратора K∗2 при λ = 1

2 .
Пусть f(x)⊥ϕ∗(x), возьмем решение u0(x)

интегрального уравнения

f =
1

2
u0 −

∫
S

u0(y)
∂E(x− y)

∂n(y)
dsy ≡

≡
(

1

2
−K2

)
u0, x ∈ S,

с интегральным оператором K2 потенциала
двойного слоя. По теореме Фредгольма реше-
ние интегрального уравнения существует.

Рассмотрим краевую задачу для бигармо-
нического уравнения

∆2u(x) = 0, x ∈ Q, (7)

u|S = u0(x),
∂u

∂n

∣∣∣∣
S

= 0. (8)

Решение задачи существует, единственно и
представимо в виде [4]

u(x) =

∫
Q

∆u(y)E(x− y) dy+

+

∫
S

[
u(y)

∂E(x− y)

∂n(y)
− ∂u(x)

∂n(y)
E

]
dsy, (9)

x ∈ Q.
Переходя на границу при x → x′ ∈ S, полу-
чим [1]

1

2
u0(x

′) =

∫
Q

∆u(y)E(x′ − y) dy+

+

∫
S

u0(y)
∂E(x′ − y)

∂n(y)
dsy,

то есть

f(x) =

∫
Q

g(y)E(x− y) dy, x ∈ S,
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где g(y) = ∆u(y). Утверждение для
f(x) ∈ Lϕ2 (S) доказано.

Единственность следует из леммы Нови-
кова. Теорема доказана.

Замечание 2. Утверждение теоремы 1 ра-
боты [8] о представлении внешних потенци-
алов, эквивалентное тому, что любая функ-
ция f(x) ∈ L2(∂Q) может быть представлена
логарифмическим потенциалом по области Q,
Q ⊂ R2, в двумерном случае ошибочно.

Действительно, функция

V (x) =

∫
S

ϕ∗(y)
∂E(x− y)

∂n(x)
dsy,

представляет собой внешний потенциал при
x ∈ Q+ и непрерывна в Q+, если S ∈ C1+α ,
α > 0. При x → x′ ∈ S выполняется равен-
ство [1]

lim
x→x′

V (x) =
1

2
ϕ∗(x′) + V (x′) = ϕ∗(x′).

Но не существует плотности g(y) ∈ L2(Q)
логарифмического потенциала такой, чтобы
функция ϕ∗(x), x ∈ S, представлялась инте-
гралом ∫

Q

g(y)E(x− y) dsy, (10)

если потенциал Робена для области Q равен
нулю.

Невозможность такого равенства доста-
точно доказать для гармонических плотно-
стей (вследствие леммы Новикова). Плотно-
сти g(x) из (10) соответствует некоторое ре-
шение u(x) уравнения Пуассона

∆u(x) = g(x), x ∈ Q,

которое является бигармонической функцией
и может быть определено своими граничными
значениями как решение краевой задачи

∆2u(x) = 0, x ∈ Q,

u = h0(x),
∂u

∂n
= h1(x), x ∈ S.

Из интегрального представления

u(x) =

∫
Q

g(y)E(x− y) dy+

+

∫
S

[
u
∂E

∂n(y)
− ∂u

∂n(y)
E

]
dsy, x ∈ Q

следует равенство на границе

1

2
u(x) =

∫
Q

g(y)E(x− y) dy+

+

∫
S

[
u
∂E

∂n(y)
− h1E

]
dsy, x ∈ S.

Предположим, что первое слагаемое справа
равно ϕ∗(x), тогда последнее уравнение пере-
писывается в виде(

1

2
−K2

)
u = ϕ∗(x)−

∫
S

h1(y)E dsy. (11)

По теореме Фредгольма разрешимость это-
го уравнения (и выполнение предполагаемо-
го равенства) возможна тогда и только тогда,
когда правая часть ортогональна плотности
ϕ∗(x) потенциала Робена [1]. Это условие не
выполняется, так как

(ϕ∗, ϕ∗)−
∫
S

ϕ∗(x)

∫
S

h1(y)E dsy dsx =

= (ϕ∗, ϕ∗)−
∫
S

h1(x)

∫
S

ϕ∗(y)E dsx dsy =

= (ϕ∗, ϕ∗)−R0

∫
S

h1 dsy = (ϕ∗, ϕ∗) 6= 0.

Следовательно, не существует гармониче-
ской функции g(y), удовлетворяющей равен-
ству (5) при условии R0 = 0 и f(x) = ϕ∗(x).

Для примера рассмотрим круг
Q1 = {|x| < 1} с границей S1 и функцию

w(x) =
1

2
(x21 + x22 − 1).

Выполняются равенства

∆w(x) = 2, w|S = 0,
∂w

∂n

∣∣∣∣
S

= 1. (12)

Из интегрального представления имеем

w = 2

∫
Q

E dy+

∫
S

[
w

∂E

∂n(y)
− ∂w

∂n(y)
E

]
dsy =

= 2

∫
Q

E(x−y) dy−
∫
S

E(x−y) dsy, x ∈ Q1.
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При переходе на границу получаем

0 = 2

∫
Q1

E(x− y) dy −
∫
S1

E(x− y) dsy,

при x ∈ S1. Известно [7], что второй интеграл
здесь равен нулю (это эквивалентно тому, что
для единичного круга плотность потенциала
Робена постоянна и R0 = 0), следовательно,∫

|y|<1

E(x− y) dy ≡ 0, x ∈ S1.

Отсюда также следуют равенства: во внешно-
сти единичного круга при |x| > 1 —∫

|y|<1

ln |x− y| dy = π ln |x|,

в единичном круге при |x| 6 1 —∫
|y|<1

ln |x− y| dy =
1

2
(x21 + x21 − 1)

(так как последний интеграл — бигармониче-
ская функция с граничными условиями (12)).

Отметим, что все результаты прямо пе-
реносятся на трехмерный случай. Так как
потенциал Робена для трехмерных областей
строго больше нуля [1], то исключающее усло-
вие в теореме 3, а также в лемме Новикова,
отсутствует.

Замечание 3. Если потенциал Робена не
равен нулю, R0 6= 0, то функция ϕ∗(x) может
быть представлена интегралом вида (10).

4. Обратимся к доказательству теоремы 1.
Для задачи обтекания области Q с границей
S возьмем функцию тока в виде

ψ(x) = u0x2 − v0x1+

+

∫
D

g(y)E(x− y)dy, (13)

x ∈ Q+,

где {u0, v0}— вектор, определяющий скорость
на бесконечности, а искомая функция g(y) яв-
ляется плотностью распределения вихрей в
области Q [5, 6].

Функция ψ(x) при x ∈ S тождественно
равна постоянной b. Постоянную b можно вы-
брать так, что функция b−(u0x2−v0x1) будет

ортогональна ϕ∗(x). По теореме 3 существует
гармоническая функция g(y) такая, что вы-
полняется представление (13) для функции
тока.

Если R0 6= 0 для Q, то при любой b суще-
ствует единственная гармоническая g(y), для
которой равенство (13) справедливо, что сле-
дует из леммы Новикова. Теорема 1 доказана.

Функция тока ψ(x) потенциального тече-
ния несжимаемой жидкости имеет на беско-
нечности в общем случае следующее пред-
ставление [9]

ψ(x) = C ln |x|+O(1), x→∞. (14)

Если две функции тока имеют в разложении
(14) одинаковый коэффициент C, то их раз-
ность равна тождественной постоянной в об-
ласти течения Q+, и они определяют одно и
то же обтекающее течение.

Рассмотрим циркуляцию Γ векторного по-
ля w(x) = ∇cψ(x), покажем, что

Γ =

∫
Q

g(y) dy.

По определению

Γ =

∫
S

(w, τ(x)) ds =

=

∫
S

(∇ψ(x), n(x)) ds =

∫
S

∂ψ(x)

∂n(x)
ds. (15)

Здесь τ(x) и n(x) — единичная касательная
в положительном направлении обхода и еди-
ничная внешняя нормаль к S, x ∈ S.

Подставим в (15) представление (13).
Интеграл по S от первого слагаемого
(u0x2 − v0x1) равен нулю, так как является
гармонической функцией в Q.

Используя известное равенство для потен-
циала двойного слоя с постоянной плотно-
стью, получаем

Γ =

∫
S

∫
Q

g(y)
∂

∂n(x)
E(x− y) dy dsx =

=

∫
Q

g(y)

∫
S

∂E

∂n(x)
dsxdy =

∫
Q

g(y) dy.

Замена порядка интегрирования возможна,
так как все входящие функции абсолютно ин-
тегрируемы, если S ∈ C1+α, α > 0 [1].
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Рис. 1.
γ = 1, w(∞) = {0, 0}

Рис. 2.
γ = 0, w(∞) = {0, 1}

Рис. 3.
γ = 0, 2, w(∞) = {1, 0}

Рис. 4.
γ = 0, 3, w(∞) = {1, 1}

Рис. 5.
γ = 0, 1, w(∞) = {1, 1}
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В асимптотическом разложении (14) для
R(x) постоянная C не равна нулю [1]

C =
1

2π

∫
S

ϕ∗(y) dsy =
1

2π
(ϕ∗, 1) 6= 0.

Для функции тока удобно рассматривать
следующее однопараметрическое представле-
ние:

ψ = (u0x2 − v0x1) +

∫
Q

g0(y)E dy+

+ γ

∫
S

g∗(y)E(x− y) dsy, x ∈ Q+, (16)

которое определяет (с точностью до аддитив-
ной константы) функцию тока любого обтека-
ющего течения. Здесь g0(y) = ∆u(y), u(y) —
решение краевой задачи (7)–(8) при

f(x) = b− (u0x2 − v0x1), x ∈ S,

с фиксированной постоянной b = b0. Циркуля-
ция Γ на профиле S определяется равенством

Γ =

∫
Q

g0(y) dy + γ

∫
S

g∗(y) dsy

и может быть выбрана любой благодаря па-
раметру γ.

Выбором γ можно получить любую посто-
янную C в асимптотике (14), следовательно,
(16) дает общее представление функции тока.

5. На рис. 1–5 представлены линии то-
ка обтекающих полукруг течений при разных
углах атаки α и разных γ (т. е. разных цир-
куляциях), а также внутренние вихри, непре-
рывно продолжающие внешнее течение (при-

соединенные вихри), для всех b = 1. Точка-
ми на рисунках отмечено расположение ба-
зисных точек. На рис. 1 показано чисто цир-
куляционное обтекание.

Функция тока определялась через пред-
ставление (16). Алгоритм состоит в аппрок-
симации искомой плотности g(y) конечными
суммами по теореме 2 и в минимизации квад-
рата нормы разности в L2(S) для граничного
условия.
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