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ОСОБЕННОСТИ ПРОХОЖДЕНИЯ ПЛОСКИХ ВОЛН ЧЕРЕЗ
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Abstract. Propagation of elastic waves through a periodically arranged elastic structure composed
of two-layered unit-cells (so-called phononic crystal) is considered in the present paper. Periodic
arrays of interface strip-like cracks are introduced to influence on pass-bands and band-gaps.
Features of plane wave propagation through a layered phononic crystal with multiple periodic
arrays of cracks are studied employing the boundary integral equation method. The effect
of the number of arrays of cracks on the band-gaps occurrence as well as the distribution of
energy flow density in the phononic crystal are analyzed for various numbers of arrays of cracks
and different frequencies. The effects of the number of arrays of cracks on the peculiarities of
transmission/reflection of wave energy in the periodic structure are illustrated using streamlines,
which are constructed via the Umov-Poynting vector. The introduction of periodic arrays of cracks
into the layered phononic crystal allows to open it for wave propagation in certain frequency
ranges. The latter may have a practical application in the development of acoustic filters.

Keywords: elastic waves, phononic crystal, crack, periodic array, band gap, resonance, Umov-
Poynting vector.

Фотонные кристаллы, позволяющие эф-
фективно управлять потоком света, широ-
ко используются в промышленной сфере, на-
пример, при создании специальных покры-
тий линз и зеркал [1], в нелинейных оптиче-
ских устройствах [2] и других приложениях.
Концепция фононных кристаллов возникла в
1990-х как развитие идей, лежащих в основе
применения фотонных кристаллов, а именно,
фононный кристалл является акустическим
эквивалентом фотонного кристалла с перио-
дической конфигурацией упругих и/или пье-
зоэлектрических компонент.

В фононных кристаллах за счет оптими-
зации ячеек и внедрения дополнительных
элементов можно управлять потоком волно-
вой энергии. Например, упругие акустические
волны не могут распространяться в опреде-
ленных частотных диапазонах, называемых

запрещенными зонами или полосами запира-
ния [3].

Использование композитных материалов,
в том числе и фононных кристаллов, привно-
сит множество структурных или механиче-
ских преимуществ, однако способы изготовле-
ния и интеграции пьезоэлектрических компо-
нент являются двумя главными факторами,
которые могут иметь длительное воздействие
на свойства этих материалов. Эти факторы
достаточно сложно контролировать, и как
результат, композитные структуры могут по-
лучить повреждения и дефекты, такие как
отслоения или интерфейсные трещины [4]. С
тех пор как фононные кристаллы стали ис-
пользоваться при создании современных из-
лучателей, сенсоров и других приборов, рас-
пространение бегущих волн в фононных кри-
сталлах стало предметом пристального инте-
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Рис. 1. Фононный кристалл с несколькими периодическими массивами полосовых разрезов (трещин)

реса исследователей [5–7]. Были выведены и
решены дисперсионные уравнения для пьезо-
электрических и пьезомагнитоупругих мате-
риалов, а также изучены псевдо-продольные
волны типа Флоке–Блоха, моды связанных
электро-упругих полей и их взаимная кон-
вертация [6]. Было изучено распространение
сдвиговых бегущих волн в периодической маг-
нитоэлектрической пластине [7], а также опи-
сано влияние наноразмерных эффектов на
скорости и частоту отсечки бегущих волн [8].
Тем не менее, влияние пьезоэффекта, перио-
дической организации слоев, а также наличия
одиночных/множественных неоднородностей
на распространение упругих волн в фонон-
ных кристаллах еще недостаточно изучены и
осмыслены. В настоящей работе изучаются
особенности прохождения плоских волн через
слоистый фононный кристалл с множествен-
ными периодическими массивами трещин с
помощью метода граничных интегральных
уравнений [9,10], анализируется влияние ко-
личества периодических массивов трещин на
запрещенные зоны, а также изучается распре-
деление плотности потока энергии в фонон-
ном кристалле при различных конфигураци-
ях массивов трещин и на различных частотах.

1. Постановка задачи

В данной работе рассматриваются плос-
кие колебания слоистой структуры, называ-
емой фононным кристаллом, которая пред-
ставляет из себя пакет из 𝑁 периодически

организованных двухслойных ячеек, который
расположен между двумя упругими полупро-
странствами. Вводится декартова система ко-
ординат x = (𝑥1, 𝑥2), в которой ось 𝑂𝑥1 про-
ходит по нижней границе слоистой структу-
ры и параллельна границам разделов сло-
ев. При этом 𝑛-й слой (𝑛 = 1, 2𝑁) толщины
ℎ𝑛 = 𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−1 занимает область |𝑥1| 6 ∞,
𝑎𝑛−1 6 𝑥2 6 𝑎𝑛, а также описывается констан-
тами Ляме 𝜆(𝑛), 𝜇(𝑛) и плотностью 𝜌(𝑛). Необ-
ходимо учитывать, что геометрические и фи-
зические свойства слоев периодически повто-
ряются в фононном кристалле, т.е. 𝐴𝑛 = 𝐴𝑛+2

и ℎ𝑛 = ℎ𝑛+2 (𝑛 = 1, 2(𝑁 − 1)). Индексы 𝑛 = 0
и 𝑛 = 2𝑁+1 соответствуют нижнему (𝑥2 6 0)
и верхнему (𝑥2 > 𝐻𝑁 , где 𝐻 = ℎ1 +ℎ2) полу-
пространствам, окружающим слоистую пери-
одическую структуру (см. рис. 1).

Вектор перемещений при рассмотрении
задачи в плоской постановке в упругом ма-
териале имеет две ненулевые компоненты
u = {𝑢1, 𝑢2}. Верхний индекс 𝑛 задает для
вектора перемещений u(𝑛) указывает на то,
что рассматривается 𝑛-ый слой (индексы
𝑛 = 0 и 𝑛 = 2𝑁 + 1 соответствуют нижнему
и верхнему полупространствам). Уравнение
волновых гармонических колебаний с кру-
говой частотой 𝜔 в 𝑛-м слое записывается
следующим образом:

2∑︁

𝑘=1

𝜕𝜎
(𝑛)
𝑖𝑘 (𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑥𝑘
+𝜌𝑗𝜔

2𝑢
(𝑛)
𝑖 (𝑥1, 𝑥2) = 0, (1.1)
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Особенности прохождения плоских волн через слоистый фононный кристалл. . .

где компоненты тензора напряжений 𝜎𝑖𝑛 свя-
заны с перемещениями согласно закону Гука.

Рассматриваются 𝑀 массивов периодиче-
ских полосовых разрезов или трещин с пе-
риодом 𝑠 (рис. 1) в предположении, что все
трещины параллельны границам разделов
слоев фононного кристалла. Предполагает-
ся, что трещина Ω𝑚𝑗 длины 2𝑙𝑚 расположена
в 𝑗-м массиве в 𝐷𝑚-м слое 𝐻𝑚-й ячейки на
расстоянии 𝑑𝑚 от интерфейса 𝑧 = 𝑎2(𝐻𝑚−1),
центр трещины располагается на расстоянии
𝜒𝑚𝑗 = 𝜒𝑚+𝑗𝑠, где 𝜒𝑚 — смещение относитель-
но центра, 𝑠 — расстояние между трещинами
(период), от оси 𝑥2 = 0. Другими словами, 𝑚-
ый массив трещин длины 2𝑙𝑚 принадлежит
прямой 𝑥2 = 𝑧𝑚 = 𝑎2(𝐻𝑚−1) + 𝑑𝑚 и соответ-
ствующая область обозначается как

Ω𝑚𝑗 = {|𝑥1 − 𝜒𝑚 − 𝑗𝑠| < 𝑙𝑚, 𝑥2 = 𝑧𝑚}.

При этом для нумерации трещин использует-
ся индекс 𝑗 = 0,±1,±2, . . . в каждом перио-
дическом массиве. Таким образом, анализи-
руются 𝑀 массивов трещин Ω𝑚𝑗 с одинако-
вым расстоянием 𝑠 между соседними трещи-
нами в каждом массиве. На границах трещин
Ω𝑚𝑗 предполагаются граничные условия от-
сутствия напряжений. Скачки вектора пере-
мещений на трещине обозначаются как

v𝑚𝑗(𝑥1) = u(𝑥1, 𝑧𝑚 + 0)− u(𝑥1, 𝑧𝑚 − 0),

|𝑥1 − 𝜒𝑚 − 𝑗𝑠| < 𝑙𝑚.

Падающее волновое поле uin в периодиче-
ской структуре без трещин вычисляется при
помощи метода матрицы переноса (подроб-
ности можно найти в [11]). В нижнем полу-
пространстве uin является суммой приходя-
щей и отраженных волн в результате падения
плоских продольных и поперечных волн под
углом 𝜃 к оси 𝑂𝑥2. Волновое число падающей
волны (как продольной, так и поперечной)
предполагается равным 𝑘0, т.е.

u(𝑥1, 𝑥2; 𝑡) = u(𝑥1, 𝑥2; 𝑡) exp(𝑖𝑘0𝑥1 sin 𝜃−i𝜔𝑡).

Множитель exp(𝑖𝑘0𝑥1 sin 𝜃− i𝜔𝑡) опускается в
формулах, где это возможно. Волновое число
𝑘0 приходящей волны совпадает с 𝑘𝑟0 = 𝜔/𝑐𝑟0
(𝑟 = 1 или 2), где скорости продольных и попе-
речных волн 𝑐1𝑛 и 𝑐2𝑛 определены в терминах
упругих постоянных

𝑐1𝑛 =
√︀

(𝜆𝑛 + 2𝜇𝑛)/𝜌𝑛,

𝑐2𝑛 =
√︀
𝜇𝑛/𝜌𝑛.

(1.2)

Коэффициенты прохождения и отражения
в полупространствах определяются, исходя
из граничных условий, задающих непрерыв-
ность смещений и напряжений, с помощью
метода матрицы переноса [12]. Условие непре-
рывности волновых полей нарушается на бе-
регах трещин, которые свободны от напряже-
ний:

𝜏 (𝑥1, 𝑥2)
⃒⃒
Ω𝑚𝑗

= 0. (1.3)

Здесь вектор напряжений 𝜏 = {𝜎12, 𝜎22}.
Полное волновое поле в поврежденной

слоистой композитной структуре представля-
ет собой суперпозицию падающего волнового
поля uin и волнового поля usc, рассеянного
массивами трещин, т.е.,

u(𝑥1, 𝑥2) = uin(𝑥1, 𝑥2) +
∑︁ 𝑀∑︁

𝑚=1

usc
𝑚(𝑥1, 𝑥2).

2. Метод граничных интегральных
уравнений

В [13] применялся интегральный подход
и метод граничных интегральных уравнений
для определения волновых полей в задачах
распространения волн в упругом слое с мно-
жественными трещинами. В данной работе
указанные подходы были модифицированы и
расширены на случай фононного кристалла с
множественными трещинами. Волновое поле,
рассеянное на 𝑚-ом массиве, представляется
в виде

usc
𝑚(𝑥1, 𝑥2) =

{︂
u−
𝑚(𝑥1, 𝑥2), 𝑥2 < 𝑧𝑚;

u+
𝑚(𝑥1, 𝑥2), 𝑥2 > 𝑧𝑚.

(2.1)

Неизвестный вектор напряжений p𝑚(𝑥1) вво-
дится на интерфейсе 𝑥2 = 𝑧𝑚 вследствие на-
личия на нем трещин. Тогда могут быть по-
лучены следующие представления для волно-
вых полей [14]

u±
𝑚(𝑥1, 𝑥2) =

=
1

2𝜋

∫︁

Γ

K±
𝑚(𝛼, 𝑥2)P𝑚(𝛼)e−i𝛼𝑥1d𝛼. (2.2)

Контур интегрирования Γ проходит вдоль
вещественной оси Im𝛼 = 0 в комплексной
плоскости параметра интегрального преобра-
зования 𝛼, отклоняясь от вещественной оси
в окрестности полюсов и точек ветвления
подынтегральной функции в соответствии с
принципом предельного поглощения [15]. В
формуле (2.2) P𝑚(𝛼) обозначает преобразова-
ние Фурье неизвестного вектора напряжений
p𝑚(𝑥), а K±

𝑚(𝛼, 𝑥2) — преобразование Фурье
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матриц Грина по переменной 𝑥1. Устойчивый
алгоритм построения матриц Грина, предло-
женный в [16], был успешно применен для
периодических структур в [17].

Скачок перемещений на каждой трещине
v𝑚(𝑥1) связан с вектором напряжений p𝑚(𝑥).
Применение преобразования Фурье к инте-
гральному представлению (2.2) дает следую-
щее соотношение между P𝑚(𝛼) и V𝑚(𝛼) :

P𝑚(𝛼) =
[︀
K−

𝑚(𝛼,0)−K+
𝑚(𝛼,0)

]︀−1 V𝑚(𝛼) =

= L𝑚(𝛼)V𝑚(𝛼),

где V𝑚(𝛼) — Фурье-преобразование скачка
v𝑚(𝑥1). Подстановка (2.2) в закон Гука дает
интегральные представления тангенциальной
и нормальной составляющих тензора напря-
жений рассеянных полей

𝜏±
𝑚(𝑥1, 𝑥2) =

=
1

2𝜋

∞∫︁

−∞

S±
𝑚(𝛼, 𝑥2)V𝑚(𝛼)e−i𝛼𝑥1d𝛼. (2.3)

Периодичность трещин (период 𝑠) в соче-
тании с законом Снеллиуса приводит к сле-
дующему соотношению

u(𝑥2) = u(𝑥1 − 𝑗𝑠, 𝑥2)e
i𝑗𝑠𝑘0 sin 𝜃,

следующего из теоремы Флоке [18]. Инте-
гральные представления (2.2) и (2.3) для рас-
сеянных полей u𝑠𝑐

𝑚 также действительны и
для периодических массивов. Соответственно,
Фурье преобразования скачков перемещений
на трещинах

V𝑚(𝛼) =
∞∑︁

𝑗=−∞
V𝑚𝑗(𝛼)

должны для 𝑚-го периодического массива
удовлетворять соотношениям

V𝑚𝑗(𝛼) = V𝑚0(𝛼)e
i𝑗𝑠(𝑘0 sin 𝜃+𝑠𝛼).

Таким образом, система интегральных урав-
нений может быть сформулирована для ба-
зисной (опорной) трещины Ω𝑚0 в виде

1

2𝜋

𝑀∑︁

𝑚′=1

∞∑︁

𝑗=−∞

∫︁

Γ

S(𝛼, 𝑧𝑚)V𝑚𝑗(𝛼)e
−i𝛼𝑥1d𝛼 =

= −𝜏 in(𝑥1, 𝑧𝑚), |𝑥1 − 𝜒𝑚| < 𝑙𝑚. (2.4)

Слагаемые в левой части интегрального урав-
нения (2.4) могут быть заменены на бесконеч-
ные суммы следующим образом [17]

∫︁

Γ

S𝑚′(𝛼, 𝑧𝑚)V𝑚0(𝛼)×

×
∞∑︁

𝑗=−∞
ei(𝛼+𝑘0)𝑗𝑠−i𝛼𝑥1d𝛼 =

=
2𝜋

𝑠

∞∑︁

𝑗=−∞
S𝑚′(𝛼𝑗 , 𝑧𝑚)×

× V𝑚0(𝛼𝑗)e
−i𝛼𝑗𝑥1

⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝛼𝑗=2𝜋𝑗/𝑠−𝑘0 sin 𝜃

.

Для решения краевой задачи скачки переме-
щений на эталонной трещине Ω𝑚0 (в качестве
которой в пределах 𝑚-го массива выбирается
трещина, ближайшая к оси 𝑥1) аппроксими-
руются с использованием базисных функций
𝜑𝑚𝑛

v𝑚0(𝑥1) =
∞∑︁

𝑛=1

c𝑚𝑛𝜑
𝑚
𝑛 (𝑥1). (2.5)

Интегральное уравнение (2.4) решается мето-
дом Галеркина, где в качестве проекционных
используются функции 𝜑𝑚𝑛 , что в результате
приводит к следующей бесконечной системе
алгебраических уравнений с неизвестными
коэффициентами c𝑚𝑛:

𝑀∑︁

𝑚′=1

∞∑︁

𝑛′=1

A𝑚𝑚′;𝑛𝑛′c𝑚𝑛 = f𝑚𝑛, (2.6)

𝑚 = 1,𝑀, 𝑛 = 1, 2, . . . .

Система (2.6) решается численно с редукцией
до конечного числа слагаемых𝑁𝑠 и конечного
числа неизвестных 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑁 :

A𝑚𝑚′;𝑛𝑛′ =
1

𝑠

𝑁𝑠∑︁

𝑗=−𝑁𝑠

S(𝛼𝑗 , 𝑧𝑚)Φ𝑛′(𝛼𝑗𝑙𝑚′)×

× Φ*
𝑛(𝛼

*
𝑗 𝑙𝑚)ei𝛼(𝜒𝑚−𝜒𝑚′ ),

f𝑚𝑛 = 𝜏 in
𝑀 (0, 𝑧𝑚)Φ(𝑙𝑚𝑘0 sin 𝜃).

Следует отметить, что рассматриваемая
периодическая структура с периодической си-
стемой трещин имеет резонансные частоты,
что можно четко определить из анализа ин-
тегрального уравнения. Данное интегральное
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уравнение имеет бесконечное число комплекс-
нозначных резонансных полюсов 𝜔𝑘, которые
играют существенную роль в исследовании
явлений рассеяния волн. Резонансное волно-
вые колебания структуры могут быть пред-
сказаны согласно действительным значениям
резонансных частот 𝜔𝑘.

3. Численный анализ

Перенос энергии гармоническими волна-
ми может быть визуализирован с помощью
линий тока энергии, которые являются тра-
екториями усредненного по времени потока
энергии в упругих средах. Линии тока энер-
гии являются касательными к вектору плот-
ности потока энергии e = (𝑒1, 𝑒2), введенному
Н.А. Умовым [19]. Компоненты вектора Умо-
ва в случае гармонических колебаний могут
быть выражены через компоненты вектора
перемещений u и вектора напряжений и тен-
зора напряжений 𝜎𝑖𝑗

𝑒𝑗 =
𝜔

2
Im

(︃
2∑︁

𝑖=1

𝜎𝑖𝑗𝑢
*
𝑖

)︃
.

Коэффициент прохождения энергии
𝜅+ = 𝐸+/𝐸0 определяется как отношение
усредненного по времени потока энергии, пе-
редаваемого через слоистый материал 𝐸+,
к энергии, передаваемой плоской волной 𝐸0.
Аналогично для отраженного поля вводит-
ся коэффициент отражения 𝜅− = 𝐸−/𝐸0,
соответственно, должен выполняться закон
сохранения энергии (𝜅+ + 𝜅− = 1). Таким
образом, коэффициенты прохождения и отра-
жения 𝜅± подходят для численного контроля
найденного решения.

3.1. Коэффициенты прохождения и
отражения

Рассмотрим фононный кристалл, состоя-
щий из 11 ячеек, каждая из которых являет-
ся двухслойной и состоит из слоев эпоксида
(𝜌 = 1200 кг/м3, 𝜇 = 1,61 ГПа, 𝜆 = 6,38 ГПа)
и алюминия (𝜌 = 2700 кг/м3, 𝜇 = 26 ГПа,
𝜆 = 51,1 ГПа) одинаковой толщины (ℎ1 = ℎ2).
Периодические массивы полосовых трещин
одинаковой ширины (𝑙𝑚 = 𝐻/2) имеют оди-
наковые горизонтальные координаты у сво-
их центров, расположенных на интерфейсах
слоистой структуры (𝜒𝑚 = 0), т.е. трещины
из одного массива расположены под или над
трещинами другого. Первый периодический
массив трещин с расстоянием 𝑠 = 2𝐻 между

трещинами расположен на интерфейсе меж-
ду слоями 6-ой ячейки. Следующие массивы,
состоящие из трещин той же длины с рассто-
янием 𝑠 между их центрами, расположены на
расстоянии ±𝐻 в соседних ячейках, прилега-
ющих к шестой, образуя тем самым симмет-
рию в расположении трещин относительно
центра фононного кристалла. Рассматрива-
ются случаи нечетного количества массивов
(1, 3, 5 и 7).

На рис. 2 изображены коэффициенты от-
ражения 𝜅− для случая падения продольной
волны на фононный кристалл без дефектов
и с различным количеством 𝑀 периодиче-
ских массивов интерфейсных трещин в зави-
симости от частоты. При этом используется
нормированная частота 𝜔𝐻/𝑐0, где 𝑐0 — ско-
рость сдвиговых волн в эпоксиде. Влияние
периодичности структуры на поведение коэф-
фициента отражения для случая отсутствия
внутренних трещин заключается в формиро-
вании запрещенных зон (первая запрещенная
зона начинается при 𝜔𝐻/𝑐0 = 5,95).

На рис. 2 отмечены три наиболее инте-
ресных с точки зрения возникающих эффек-
тов частоты. На частоте 𝜔𝐻/𝑐0 = 4 наблю-
дается прохождение продольной волны через
фононный кристалл (𝜅− ≈ 0,3), при отсут-
ствии трещин. Введение одного периодическо-
го массива трещин приводит к уменьшению
доли энергии, пропускаемой через структуру
(𝜅− ≈ 0,7), но не перекрывает волновод пол-
ностью. Однако при введении трех и более
периодических массивов происходит практи-
чески полное запирание фононного кристал-
ла. В частотном диапазоне от 𝜔𝐻/𝑐0 = 3,2
до 7 при увеличении количества массивов
трещин формируется дополнительная запре-
щенная зона, разрываемая лишь разрешенной
зоной от 𝜔𝐻/𝑐0 = 5 до 5,4. В то же время
при 7 6 𝜔𝐻/𝑐0 6 7,5, наоборот, происходит
частичное «раскрытие» волновода за счет вве-
дения массивов трещин, хотя и значение ко-
эффициента прохождения 𝜅+ = 1 − 𝜅− не
превышает 15 %. Стоит также отметить, что
коэффициент прохождения 𝜅+ увеличивает-
ся при увеличении числа вводимых массивов
трещин.

3.2. Линии тока энергии и вектор плотности
потока энергии

С помощью вектора Умова можно нагляд-
но представить информацию о волновых по-
лях, которая хотя и не может быть измерена
на практике, но является в некотором смыс-
ле более общей, нежели только поля пере-
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Рис. 2. Коэффициент отражения 𝜅− для фононных кристаллов с 𝑀 = 0, 1, 3, 5, 7 периодическими
массивами полосовых разрезов (трещин)

мещений и напряжений по отдельности [20].
При этом можно провести аналогии с плоско-
параллельные течениями [21–23], в которых
рассмотрены задачи обтекания тел в плоской
постановке. На рис. 3–5 изображены линии
тока для трех значений частот, описывающих
различные эффекты, сопровождающие про-
хождение продольной волны через фононный
кристалл (соответствующие частоты описаны
в п. 3.1 и отмечены стрелками на рис. 2).

Для каждой из частот в случае одного,
трех и семи массивов интерфейсных трещин
на рис. 3–5 изображены линии тока энергии
и модуль вектора плотности потока энергии
|e(𝑥1, 𝑥2)|. На рис. 3 можно видеть, что при
увеличении числа вводимых массивов трещин
𝑀 возникают дополнительные вихри в нача-
ле фононного кристалла, что в результате
приводит к возникновению запрещенной зо-
ны. Рис. 4 иллюстрирует волновые процессы,
происходящие в структуре при колебаниях на
частоте 𝜔𝐻/𝑐0 = 5,29, принадлежащей узкой
разрешенной зоне внутри запрещенной зоны,
которая сформировалась вследствие введе-
ния периодических массивов трещин. При
введении одного массива трещин прохожде-
ние волновой энергии характеризуется обра-
зованием вихрей до и после зоны трещин,
для трех массивов трещин энергия концен-
трируется перед поврежденной зоной, а для
семи массивов вихри энергии начинают фор-
мироваться за периодическими массивами,
что создает предпосылку для открытия вол-

новода. Тем не менее, запрещенные и разре-
шенные зоны в рассматриваемом частотном
диапазоне 5 6 𝜔𝐻/𝑐0 6 5,4 очень узкие, и
формируемые вихри быстро распадаются или
преобразуются. На рис. 5 проиллюстрирован
случай «раскрытия» фононного кристалла за
счет введения периодических массивов тре-
щин. Здесь можно наблюдать увеличение ко-
личества пропускаемой волноводом энергии
на частоте 7,13 при введении дополнительных
массивов трещин, однако в данном случае ло-
кализация энергии наблюдается в зонах меж-
ду трещинами. Полученный эффект может
иметь практическое приложение в разработке
акустических фильтров.

Заключение

В работе рассмотрено прохождение упру-
гих волн через периодически организованную
структуру, состоящую из множества двух-
слойных ячеек и определяемую как фонон-
ный кристалл. Для получения эффектов воз-
никновения запрещенных и разрешенных зон
вводились периодические массивы интерфейс-
ных полосовых трещин. Построенные при по-
мощи вектора Умова линии тока позволяют
проанализировать влияние количества мас-
сивов трещин на особенности прохождения
или отражения волновой энергии в волново-
де. Описывается эффект «раскрытия» фо-
нонного кристалла за счет введения в него
периодических массивов полосовых трещин,
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Рис. 3. Модуль вектора плотности потока энергии |e(𝑥1, 𝑥2)| и линии тока для фононных кристаллов
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что может иметь практическое приложение в
разработке акустических фильтров.
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