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Abstract. The use of periodic composite structures has a great potential for improving sen-
sors/actuators and self-adjusting optics, as well as for active vibration suppression and energy
storage systems. At the same time, the employment of dielectric elastomers offers even greater
possibilities since they provide tools for the active control of wave energy fluxes. The mathematical
formulation of the problem considers more general state equations for piezoelectric bodies. Namely,
the absence of symmetry in elastic and piezoelectric tensors is taken into account. The present
study investigates the features of elastic wave excitation by a surface piezoelectric transducer
(generally made of dielectric elastomer) in multi-layered periodic composites or so-called phononic
crystals. A hybrid approach is used to solve the boundary value problem, which involves application
of the spectral element method and the boundary integral equation method. Employing the energy
streamlines and the power density vector, wave phenomena associated with the interaction of a
piezoelectric transducer with a layered phononic crystal at frequencies belonging to four frequency
ranges (band gaps, pass bands and the frequency ranges, in which only a quasi-transverse or
quasi-longitudinal waves propagate without attenuation) are analyzed.

Keywords: elastic waves, waveguide, dielectric elastomer, piezoelectric transducer, hybrid scheme,
energy streamlines, Umov-Poynting vector.

Введение

В настоящее время при строительстве мно-
гих промышленных объектов, таких как тру-
бопроводы, мосты, самолеты и др., в них
нередко также встраивается система контро-
ля их целостности и работоспособности, ра-
ботающая в режиме on-line. Область науки,
включающая в себя разработку и внедрение
таких систем, а также проведение теорети-
ческих и экспериментальных исследований с
целью развития более надежных и эффектив-
ных методов контроля работоспособности, по-
лучила название мониторинг состояния кон-

струкций (structural health monitoring) [1, 2].
Значительное количество методов мониторин-
га основано на использовании упругих волн
[3]. Например, волны Лэмба способны распро-
странятся на значительные расстояния без
сильного затухания и рассеиваться на неод-
нородностях различного типа, что позволяет
использовать их для обнаружения дефектов
в тонкостенных конструкциях [4–6].

Применение периодических композитных
структур, таких как акустические метамате-
риалы и фононные кристаллы, имеет боль-
шой потенциал для совершенствования сенсо-
ров/актуаторов и самонастраивающейся оп-
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Рис. 1. Геометрия поставленной задачи

тики, а также при создании систем актив-
ного подавления вибрации и аккумулирова-
ния энергии [7, 8]. Использование вместе с
этим диэлектрических эластомеров открыва-
ет еще большие возможности, так как позво-
ляет активно управлять потоками волновой
энергии [9, 10]. На настоящий момент рас-
пространение и дифракция волн в акустиче-
ских метаматериалах на основе диэлектриче-
ских эластомеров изучены для относительно
небольшого количества задач.

В настоящей работе изучаются особенно-
сти возбуждения упругих волн поверхност-
ным пьезоэлектрическим преобразователем
в многослойном периодическом композите,
который принято называть фононным кри-
сталлом. Для описания состояния диэлектри-
ческих эластомеров необходимо учитывать
только отсутствие симметрии в тензорах их
упругих и пьезоэлектрических постоянных,
при этом уравнения движения по форме не
отличаются от уравнений для обыкновенных
пьезоэлектрических материалов [9, 10]. Рас-
сматриваются линии тока и вектор плотности
потока энергии [11,12], возникающие при воз-
действии пьезоэлектрического преобразова-
теля на слоистый фононный кристалл. С по-
мощью вектора Умова–Пойнтинга и соответ-
ствующих линий тока можно наглядно про-
иллюстрировать процессы распространения
волн. При этом описываются потоки волно-
вой энергии, которые хотя и не могут быть
измерены на практике, но представляют бо-
лее общую картину распространения упругих
волн, нежели поля перемещений и напряже-
ний по отдельности [13,14]. Кроме того, могут
быть проведены аналогии с гидродинамиче-
скими задачами [15–17], в которых рассмот-
рены плоскопараллельные течения.

1. Постановка задачи
Для моделирования колебаний, возбуж-

даемых пьезоэлектрическим преобразовате-
лем, рассматривается многослойное упругое
полупространство Ω1 и приклеенный на его
поверхности преобразователь ширины 𝑤 и
высоты ℎ, см. рис. 1. Область контакта 𝑆1
является общей для слоя и пьезоэлектриче-
ского преобразователя, на ней предполагает-
ся идеальный контакт между волноводом и
преобразователем.

Электро-механические уравнения состоя-
ния для диэлектрического эластомера отли-
чаются от случая пьезоэлектрического мате-
риала, но при этом имеют сходный вид

𝜎𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙 − 𝑒𝑘𝑖𝑗𝐸𝑘,

𝐷𝑖 = 𝑒𝑖𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙 + 𝜀𝑖𝑗𝐸𝑗 ,
(1.1)

где 𝜎𝑖𝑗 — тензор напряжений, 𝐷𝑖 — тензор
диэлектрических перемещений, 𝑢𝑘,𝑙 — произ-
водная вектора перемещений 𝑢𝑘 по перемен-
ной 𝑥𝑙, 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙, 𝑒𝑘𝑖𝑗 , 𝜀𝑖𝑘 — упругие, пьезоэлек-
трические и диэлектрические константы со-
ответственно. При этом компоненты вектора
электрических перемещений

𝐸𝑘 = − 𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑘
(1.2)

задаются через электрический потенциал 𝜑. В
случае диэлектрического эластомера учиты-
вается отсутствие симметрии в тензорах упру-
гих и пьезоэлектрических постоянных, значе-
ния которых зависят от предварительной де-
формации вследствие растяжения или воздей-
ствия внешнего электрического поля [9, 10].

Рассматриваются установившиеся гармо-
нические колебания в двумерной постановке
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для плоского деформированного состояния.
Вектор перемещений u(1)(x) удовлетворяет
уравнениям Лямэ в упругом слоистом полу-
пространстве

(𝜆(𝑥1)+𝜇(𝑥1))∇divu(1)(x)+𝜇(𝑥1)△u(1)(x)+

+ 𝜌(1)(𝑥1)𝜔
2u(1)(x) = 0. (1.3)

Здесь 𝜔 — круговая частота, связанная с ча-
стотой 𝑓 = 𝜔/2𝜋. Свойства упругого стра-
тифицированного полупространства Ω1 зада-
ются константами Ляме 𝜆(𝑥1), 𝜇(𝑥1) и плот-
ностью 𝜌(1)(𝑥1), которые указывают на неод-
нородность волновода вдоль оси 𝑂𝑥2. Рас-
сматриваются слоистые волноводы, состав-
ленные из 𝑀 двухслойных ячеек толщины
𝐻 = ℎ1 + ℎ2 (толщины слоев ℎ1 и ℎ2), по-
вторяющиеся периодически и расположенные
на поверхности полупространства 𝑥2 6𝑀𝐻.
Таким образом, рассматриваются кусочно-
постоянные функции 𝜆(𝑥1), 𝜇(𝑥1), 𝜌(1)(𝑥1).

Уравнения движения для пьезоэлектриче-
ской структуры Ω2

𝜕𝜎
(2)
𝑖𝑗 (x)
𝜕𝑥𝑗

+ 𝜌(2)𝜔2𝑢
(2)
𝑖 (x) = 0,

𝜕𝐷
(2)
𝑖 (x)
𝜕𝑥𝑖

= 0.

(1.4)

Здесь верхний индекс 2 указывает на принад-
лежность пьезоэлектрическому преобразова-
телю Ω2.

Электрический сигнал подается на ниж-
нюю и верхнюю границы преобразовате-
ля, которые обозначены соответственно
𝑆1 = {0 6 𝑥1 6 𝑤, 𝑥2 = 0} и 𝑆3 = {0 6
6 𝑥1 6 𝑤, 𝑥2 = ℎ}:

𝜑(2)(x) = 𝑉1, x ∈ 𝑆1,
𝜑(2)(x) = 𝑉2, x ∈ 𝑆3.

(1.5)

Боковые границы пьезоэлектрическо-
го преобразователя обозначены как
𝑆2 = {𝑥1 = 0, 0 6 𝑥2 6 ℎ} и 𝑆4 = {𝑥1 = 𝑤, 0 6
6 𝑥2 6 ℎ}. Границы пьезоактуатора 𝑆2, 𝑆3,
𝑆4 свободны от напряжений

𝜎(2)(x)n = 0, x ∈ 𝑆2 ∪ 𝑆3 ∪ 𝑆4, (1.6)

где n — нормаль. Электрические перемеще-
ния 𝐷(2)(x) равны нулю на боковых границах
пьезоэлектрического преобразователя

𝐷
(2)
1 (x) = 0, x ∈ 𝑆2 ∪ 𝑆4. (1.7)

Для удобства вводится вектор 𝜏 = {𝜎12, 𝜎22},
составленный из нормальных и касательных
напряжений. Тогда граничные условия на сво-
бодных от напряжений границах можно за-
писать:

𝜏 (1) = 0, x ∈ {𝑥2 = 0} ∖ 𝑆1. (1.8)

Граничные условия в области контакта при
этом принимают вид

𝜏 (1) = 𝜏 (2), x ∈ 𝑆1, (1.9)

u(1) = u(2), x ∈ 𝑆1. (1.10)

2. Общая схема решения задачи
2.1. Метод спектральных элементов

Для моделирования колебаний пьезоэлек-
трического преобразователя используется ме-
тод спектральных элементов в частотной об-
ласти, основанный на вариационной поста-
новке математической задачи. Компоненты
вектора решения y = {𝑢(2)1 , 𝑢

(2)
2 , 𝜑(2)} принад-

лежат пространству Соболева 𝐻2 функций,
интегрируемых с квадратом, и их производ-
ных порядка 𝑘 < 2:

𝑌 =
{︁
y(x) | 𝑦𝑖 ∈ 𝐻2(Ω2),

𝑦3(x) = 𝑉1(x), x ∈ 𝑆1,

𝑦3(x) = 𝑉2(x), x ∈ 𝑆3

}︁
.

(2.1)

Вариационная формулировка уравнений
(1.4) для пьезоактуатора Ω2 записывается в
следующей форме:

∫︁

Ω2

𝜕𝜎
(2)
𝑖𝑗 (x)
𝜕𝑥𝑗

𝑣𝑖(x) dΩ+

+ 𝜌(2)𝜔2

∫︁

Ω2

𝑢
(2)
𝑖 (x)𝑣𝑖(x) dΩ = 0, (2.2)

∫︁

Ω2

𝜕𝐷
(2)
𝑖 (x)
𝜕𝑥𝑖

𝑣𝑖(x) dΩ = 0.

Тестовые функции v = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3} принадле-
жат пространству

𝑊 =
{︁
v(x) | 𝑣𝑖(x) ∈ 𝐿2(Ω2),

𝑣3(x) = 0, x ∈ 𝑆1 ∪ 𝑆3
}︁
,
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которое вводится с учетом граничных усло-
вий (1.5). Интегрирование по частям приво-
дит к слабой постановке уравнений движе-
ния (2.2)
∮︁

𝜕Ω2

𝜎
(2)
𝑖𝑗 (x)𝑣𝑖(x)𝑛𝑗 d𝑆−

−
∫︁

Ω2

𝜎
(2)
𝑖𝑗 (x)

𝜕𝑣𝑖(x)
𝜕𝑥𝑗

dΩ+

+ 𝜌(2)𝜔2

∫︁

Ω2

𝑢
(2)
𝑖 (x)𝑣𝑖(x)dΩ = 0, (2.3)

∮︁

𝜕Ω2

𝐷
(2)
𝑖 (x)𝑣3(x)𝑛𝑖 d𝑆−

−
∫︁

Ω2

𝐷
(2)
𝑖 (x)

𝜕𝑣3(x)
𝜕𝑥𝑖

dΩ = 0.

Метод спектральных элементов предпола-
гает дискретизацию прямоугольной области
Ω2 на 𝑀𝑖 конечных элементов вдоль соот-
ветствующей оси 𝑂𝑥𝑖. Перемещения 𝑢

(2)
𝑖 и

электрический потенциал 𝜑(2) аппроксимиру-
ются интерполяционными полиномами 𝐶𝐼(𝑥)
на узлах Гаусса–Лежандра–Лобатто на каж-
дом элементе [18]. Вектор решения y системы
(2.3) записывается в следующем виде:

𝑦𝑘(x) =
∑︁

𝐼

𝑦𝐼𝑘𝐶
𝐼(𝑥1, 𝑥2), 𝑘 = 1,3, (2.4)

где 𝐶𝐼(𝑥1, 𝑥2) = 𝐶𝐼1(𝑥1)𝐶
𝐼2(𝑥2) — используе-

мые интерполяционные полиномы, 𝐼(𝐼1, 𝐼2) —
индекс, зависящий от номера элемента и но-
мера полинома. Эти же интерполяционные
полиномы используются для тестовых функ-
ций v(x) ∈𝑊 :

𝑣𝑖(x) = 𝐶𝐼′(𝑥1, 𝑥2). (2.5)

Подстановка (2.4)–(2.5) в (2.3) приводит к си-
стеме линейных алгебраических уравнений,
решение которой позволяет определить зна-
чения перемещений и электрического потен-
циала в узловых точках.

2.2. Метод граничных интегральных
уравнений

Рассмотрим поверхностную нагрузку
q(𝑥1) на верхней границе многослойного вол-
новода, тогда перемещения, возбуждаемые

нагрузкой q(𝑥1), могут быть рассчитаны на
основе метода граничных интегральных урав-
нений [19–21]

u(1)(x) =
1

2𝜋

∫︁

Γ

K(𝛼, 𝑥2)Q(𝛼)e−i𝛼𝑥1d𝛼, (2.6)

где K(𝛼, 𝑥2) — преобразование Фурье матри-
цы Грина упругого слоистого стратифициро-
ванного волновода, Q(𝛼) — преобразование
Фурье поверхностной нагрузки q(𝑥1). Таким
образом, волновые поля в упругом слое, воз-
буждаемые пьзоэлектрическим преобразова-
телем, могут быть рассчитаны на основе мето-
да граничных интегральных уравнений, если
известна поверхностная нагрузка. Эта функ-
ция находится из решения связанной задачи,
схема решения описана в разделе 2.3.

2.3. Гибридная схема
Для решения связанной задачи (1.4)–

(1.10) необходимо рассчитать волновые поля
(2.6) так, чтобы они удовлетворяли гранич-
ным условиям (1.9)–(1.10). Введем функцию
напряжений, такую, что

𝜏 1 = 𝜏 2 = q(𝑥1), x ∈ 𝑆1.

Неизвестная вектор-функция q(𝑥1) аппрок-
симируется сплайнами:

𝑠+(𝑥) =

{︂
1− 𝑥, 0 6 𝑥 6 1;
0, иначе,

𝑠−(𝑥) =
{︂

1 + 𝑥, −1 6 𝑥 6 0;
0, иначе,

(2.7)

по значениям в узловых точках, принадлежа-
щих 𝑆1:

q(𝑥1) =

=

𝑀1∑︁

𝑚=1

(︃
𝑁∑︁

𝑖1=2

q𝑚𝑖1

(︁
𝑠+𝑚𝑖1

(𝑥1) + 𝑠−𝑚𝑖1
(𝑥1)

)︁
+

+ q𝑚 1𝑠
+
𝑚 1(𝑥1) + q𝑚𝑁+1𝑠

−
𝑚𝑁+1(𝑥1)

)︃
.

(2.8)

Преобразование Фурье представления (2.8)
с помощью индекса 𝐽 , нумерующего узлы,
принадлежащие 𝑆1, можно переписать в виде

Q(𝛼) =
∑︁

𝐽

q𝐽𝑆𝐽(𝛼), (2.9)
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где 𝑆𝐽(𝛼) — преобразование Фурье сплай-
нов, соответствующих комбинациям сплайнов
𝑠±(𝑥1) в (2.8).

Для удовлетворения граничным услови-
ям (1.9)–(1.10) функция (2.8) подставляется в
(2.3), а её Фурье-символ (2.9) — в интеграль-
ное представление (2.6), после чего применя-
ется метод Бубнова–Галеркина. Выражение,
получаемое из условия непрерывности пере-
мещений в области контакта, проецируется
на функции 𝑆𝐽 ′ (индекс определяется так же,
как и 𝐽). Таким образом, составляется систе-
ма линейных алгебраический уравнений

Ag = f

относительного вектора неизвестных [22]

g = {𝑦𝐼1 , 𝑦𝐼2 , 𝑦𝐼3 , 𝑞𝐽1 , 𝑞𝐽2 }.

Ненулевыми в правой части f являются эле-
менты, соответствующие узлам, в которых
задан электрический потенциал согласно гра-
ничным условиям (1.5). Матрица левой части
составлена из нескольких матриц меньшей
размерности

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

A11 A12 A13 B1 0
A21 A22 A23 0 B2

A31 A32 A33 0 0
D1 0 0 F11 F12

0 D2 0 F21 F22

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠
.

Здесь A𝑖𝑗 , B𝑗 и D𝑗 составляются в рамках
МСЭ после подстановки (2.4)–(2.5) в слабую
постановку (2.3). Компоненты матриц F𝑖𝑘 рас-
считываются на основе контурного интеграла,
возникающего после подстановки выражения
(2.9) в представление (2.6) и в соответствии с
граничными условиями (1.10)

𝐹 𝑖𝑘
𝐽 ′𝐽 = − 1

2𝜋

∫︁

Γ

𝐾𝑖𝑘(𝛼,0)𝑆𝐽(𝛼)𝑆
*
𝐽 ′ (𝛼*)d𝛼.

3. Численный анализ

Для анализа волновых явлений вместо
полей перемещений и напряжений рассмат-
ривается вектор плотности потока энергии
e = (𝑒1, 𝑒2), предложенный Н.А. Умовым [11],
который описывает усредненный по времени
поток энергии в упругой среде. В этом случае
явления в рассматриваемых структурах мо-
гут быть визуализированы с помощью линий
тока энергии, являющихся касательными к

вектору e [13,14]. Компоненты вектора Умо-
ва в случае гармонических колебаний могут
быть выражены через компоненты вектора
перемещений u и тензора напряжений 𝜎𝑖𝑗

𝑒𝑗 =
𝜔

2
Im

(︃
2∑︁

𝑖=1

𝜎𝑖𝑗 𝑢
*
𝑖

)︃
.

Рассмотрим фононный кристалл, состоя-
щий из 𝑀 ячеек, каждая из которых явля-
ется двухслойной и состоит из слоев оксида
алюминия (𝜌 = 4000 кг/м3, 𝜇 = 162,5 ГПа,
𝜆 = 139,5 ГПа) и алюминия (𝜌 = 2700 кг/м3,
𝜇 = 26 ГПа, 𝜆 = 51,1 ГПа) одинаковой
толщины (ℎ1 = ℎ2), и расположенный на
полупространстве из алюминия. На поверх-
ности фононного кристалла помещен пье-
зоэлектрический преобразователь ширины
𝑤 = 10 мм, ℎ = 0,2 мм из материала PIC-
155 (𝐶1111 = 120 ГПа, 𝐶1112 = 67,3 ГПа,
𝐶2222 = 94,4 ГПа, 𝐶1212 = 22,3 ГПа; 𝑒211 =
= −7,24 Кл/м2, 𝑒212 = 13,77 Кл/м2, 𝑒112 =
= 11,91 Кл/м2; 𝜀11 = 9,12 Ф/м, 𝜀22 =
= 7,55 Ф/м; 𝜌 = 7800 кг/м3).

Для лучшего понимания рассматривае-
мых волновых явлений предварительно сле-
дует оценить, какие плоские волны могут рас-
пространяться в слоистом фононном кристал-
ле. Для этого достаточно решить дисперси-
онное уравнение для двухслойной ячейки с
периодическими граничными условиями на
верхней и нижней границах ячейки [23, 24].
На рис. 2 приведены вещественные Re 𝜁𝑘 и
мнимые Im 𝜁𝑘 части волновых чисел 𝜁𝑘, ко-
торые удовлетворяют соответствующему дис-
персионному уравнению для плоских волн,
распространяющихся в бесконечном фонон-
ном кристалле, составленном из двухслой-
ных ячеек, в направлении перпендикулярном
границам раздела между слоями. В частот-
ном диапазоне 0 6 𝜔0 6 12 (𝜔0 = 𝜔𝐻/𝑐, где
𝑐 — скорость поперечных волн в алюминии)
можно видеть три разрешенных зоны, одну
запрещенную зону, а также несколько частот-
ных диапазонов, в которых без затухания
распространяется только одна из двух воз-
можных волн (квази-поперечная или квази-
продольная).

На рис. 3–6 изображены модуль вектора
плотности потока энергии |e(𝑥1, 𝑥2)| и линии
тока энергии, возникающие при воздействии
пьезоэлектрического актуатора. Рассматри-
ваются четыре частоты, которые отмечены
стрелками на рис. 2 и принадлежат четырем
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Рис. 2. Вещественные Re𝜁𝑘(а) и мнимые части Im𝜁𝑘(б) волновых чисел 𝜁𝑘 плоских волн
распространяющихся в бесконечном фононном кристалле, составленном из двухслойных ячеек

различным частотным диапазонам, описан-
ные ранее. При этом рассмотрены четыре раз-
личных конфигурации структуры: 𝑀 = 0 (од-
нородное полупространство), 𝑀 = 1, 𝑀 = 5
и 𝑀 = 15 ячеек, которые формируют соот-
ветствующий фононный кристалл на поверх-
ности полупространства.

При фактическом отсутствии фононно-
го кристалла (𝑀 = 0)) в полупространстве
возбуждаются волны Рэлея и объемные вол-
ны, уводящие часть волновой энергии, посту-
пающей от актуатора, вглубь полупростран-
ства. С введением многослойного пакета на
поверхности полупространства происходит
сложное перераспределение энергии между
поверхностными, каналовыми и объемными
волнами. Так, на частоте 𝜔0 = 2, принадлежа-
щей разрешенной зоне фононного кристалла,
при увеличении числа ячеек доля энергии,
отводимая вглубь полупространства, увели-
чивается (рис. 3).

В частотных диапазонах, где без за-
тухания распространяется только квази-
поперечная или квази-продольная волна
(рис. 4 и 5) наличие периодических распо-
ложенных слоев приводит к тому, что излу-
чение в полупространство, на котором лежат

слои, оказывается более затрудненным и боль-
шая часть энергии отводится поверхностны-
ми и каналовыми волнами внутри фононного
кристалла. При этом для частоты, принадле-
жащей зоне с затуханием квази-поперечной
волны в полупространство, актуатор практи-
чески не излучает волновую энергию (рис. 5).
На частоте 𝜔0 = 9, соответствующей запре-
щенной зоне (см. рис. 2), 𝑀 = 15 ячеек доста-
точно, чтобы полностью заблокировать пере-
дачу волновой энергии под актуатор (рис. 6г).
Здесь необходимо также заметить, что переда-
ча колебаний в полупространство не оказыва-
ется полностью «под запретом», но формиру-
ется «зона тени» под актуатором, а бо́льшая
часть энергии уносится поверхностными вол-
нами.

Заключение
В работе изучаются особенности возбуж-

дения упругих волн поверхностным пьезо-
электрическим преобразователем (в общем
случае из диэлектрического эластомера) в
многослойных периодических композитах, на-
зываемых фононными кристаллами. Для ре-
шения используется гибридный подход, ко-
торый предполагает сочетание метода спек-
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Рис. 3. Модуль вектора плотности потока энергии |e(𝑥1, 𝑥2)| и линии тока в структуре с 𝑀 = 0(а),
𝑀 = 1(б), 𝑀 = 5(в) и 𝑀 = 15(г) периодически повторяющимися ячейками при действии актуатора

на частоте 𝜔0 = 2
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Рис. 4. Модуль вектора плотности потока энергии |e(𝑥1, 𝑥2)| и линии тока в структуре с 𝑀 = 0(а),
𝑀 = 1(б), 𝑀 = 5(в) и 𝑀 = 15(г) периодически повторяющимися ячейками при действии актуатора

на частоте 𝜔0 = 4
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Рис. 5. Модуль вектора плотности потока энергии |e(𝑥1, 𝑥2)| и линии тока в структуре с 𝑀 = 0(а),
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на частоте 𝜔0 = 6
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Рис. 6. Модуль вектора плотности потока энергии |e(𝑥1, 𝑥2)| и линии тока в структуре с 𝑀 = 0(а),
𝑀 = 1(б), 𝑀 = 5(в) и 𝑀 = 15(г) периодически повторяющимися ячейками при действии актуатора

на частоте 𝜔0 = 9
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тральных элементов и метода граничных ин-
тегральных уравнений. С использованием ли-
ний тока и вектора плотности потока энергии
анализируются волновые явления, связанные
с воздействием пьезоэлектрического преобра-
зователя на слоистый фононный кристалл на
частотах, принадлежащих четырем частот-
ным диапазонам (разрешенные зоны, запре-
щенные зоны и частотные диапазоны, в кото-
рых без затухания распространяется только
квази-поперечная или квази-продольная вол-
на).

Авторы выражают признательность
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