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Abstract. The problem of calculating the paths of motion of a set of point vortices in an ideal
incompressible liquid in a limited area is considered. The area is supposed to be piecewise smooth.
The stream function at any given time is presented as a sum: the stream functions of point
vortices and the potential of a simple layer, the density of which – the density of vortices on
the border – is required to determine. Regardless of time, the stream function harmoniously
extends into the exterior of the area and is identically equal to a constant at the boundary, and,
therefore, is a Roben potential. Briefly, the paper describes an algorithm for calculating the Roben
potential. The unknown density of vortices is sought in the form of a linear combination of a
complete system of potentials, and the coefficients are determined by the values of the Roben
potential, as a solution to the inverse problem; determination of the coefficients reduces to solving
a system of linear equations with a Gram matrix for a linearly independent system of functions.
By the function of stream by tangents determine the trajectories of movements of vortices. The
results of computational experiments of the motion of several point vortices in a square are
presented. A computer analysis of the movement was carried out: two, four and eight point
vortices, calculated the trajectories of their movement and found stationary and periodic, stable
and unstable configurations.

Keywords: point vortices, stream function, density of vortices, potential of the Roben, full system
potential.

Введение

В работе рассматривается классическая
задача о движении точечных вихрей в иде-
альной несжимаемой жидкости. Точечный
вихрь — это простейшая модель вихревого
движения жидкости, полученная в пределе
стягивания площади плоского вихря в точку
при постоянной завихренности. Вообще, под
точечными вихрями понимают точки пере-
сечения параллельных вихревых нитей бес-
конечно малого сечения с перпендикулярной
этим нитям плоскостью [1].

Всякий точечный вихрь на плоскости ин-
дуцирует вокруг себя потенциальное течение
идеальной несжимаемой жидкости, соответ-
ственно набор точечных вихрей индуцирует
нетривиальное потенциальное течение. Такое
течение само уже может выступать содер-
жательной моделью для сложных вихревых

течений, например, моделировать вихревые
пятна или эффекты в вихревой трубке Ранка–
Хилша [2]. Некоторые задачи теории адвек-
ции, связанные с динамикой «бесконечно ма-
лого» вихря в потоке жидкости, создавае-
мом взаимодействующими точечными вихря-
ми, помогают изучению хаотизации и имеют
важное значение для понимания турбулент-
ности [3].

Помимо практических приложений, сама
задача движения точечных вихрей является
фундаментальной, поскольку находит мно-
жество параллелей с классическими анали-
тическими задачами, например, задачей 𝑁
тел небесной механики, проблемой устойчи-
вости равновесия системы одинаковых плава-
ющих магнитов во внешнем магнитном поле
и др. [4]. Также задача приобрела новую ак-
туальность в связи с исследованием вихрей
в жидком гелии и электронных колонн в фи-
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зике плазмы [2, 5, 6]. В связи с проблемами
современной химии полимеров изучаются пе-
риодические и стационарные движения или
составные конфигурации, образующие так на-
зываемые вихревые кристаллы [7].

Экспериментальное, численное и анали-
тическое исследования стационарных конфи-
гураций, при которых вихри вращаются как
твердое тело, привели к возникновению Лос-
Аламосского каталога [8], в котором собраны
симметричные конфигурации. Оказывается,
что кроме симметричных существуют несим-
метричные конфигурации, найденные отно-
сительно недавно [9]. Поиск новых конфигу-
раций продолжается, существует много пред-
положений и гипотез относительно динамики
точечных вихрей, некоторые из них, связан-
ные с задачами небесной механики, причисле-
ны С. Смейлом [10] к числу математических
проблем XXI в.

Уравнения движения точечных вихрей в
безграничной идеальной жидкости — нели-
нейны, и добавление ограничений динамики
вихрей в виде границы делает систему еще
более сложной. Основы теории движения вих-
рей в произвольной области были заложе-
ны Э.Дж. Раусом и опираются на теорию
конформных отображений [11]. Решение для
случая круговой области было получено еще
раньше А. Гринхиллом [11]. Наиболее деталь-
но исследовались простейшие области — круг,
прямоугольник, прямолинейный канал, мно-
гоугольники, хотя и для этих областей задачи
еще далеки от полного разрешения [3].

Для проведения компьютерного анализа
динамики точеных вихрей в ограниченной
области, проверки гипотез в областях произ-
вольной формы, выявления периодических
и стационарных конфигураций и численного
исследования их устойчивости требуется раз-
работка эффективных алгоритмов расчета
траекторий точечных вихрей [12]. В настоя-
щей работе предлагается простой сходящий-
ся алгоритм, в котором функция тока пред-
ставляется в виде суммы точечных вихрей и
потенциала простого слоя, плотность которо-
го –– плотность вихрей на границе — требу-
ется определить. Для определения неизвест-
ной плотности используется гармоническое
продолжение функции тока как потенциала
Робена во внешность области.

1. Представление функции тока
1.1. Рассмотрим движение точечных вих-

рей в идеальной несжимаемой жидкости в
ограниченной области 𝑄 с достаточно глад-

кой границей 𝑆 = 𝜕𝑄. Пусть 𝑧𝑗 — поло-
жения вихрей в 𝑄, Γ𝑗 — их интенсивности,
𝑗 = 1, . . . , 𝑁 . Предполагается, что поле ско-
ростей w(𝑥, 𝑡) = {𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑣(𝑥, 𝑡)}, 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2),
течения в каждый момент времени удовлетво-
ряет в области 𝑄 следующим условиям [13]:

1) divw(𝑥, 𝑡) = 0, 𝑥 ∈ 𝑄;
2) rotw(𝑥, 𝑡) = 0, при 𝑥 ̸= 𝑧𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑁 ;
3) граница 𝑆 = 𝜕𝑄 — линия тока.
Требуется определить векторное поле

w(𝑥, 𝑡) в каждый момент времени 𝑡, а так-
же траектории вихрей 𝑧𝑗(𝑡), при условии
𝑧𝑗(0) = 𝑧𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑁 .

1.2. Рассмотрим следующую подзадачу: в
заданный момент времени 𝑡 найти мгновенное
векторное поле w(𝑥) = w(𝑥, 𝑡) в области 𝑄,
индуцируемое заданной системой точечных
вихрей 𝑧𝑗 = 𝑧𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, 𝑁 . Зная мгновен-
ное векторное поле, мы можем найти вектора
скорости каждого вихря, и в детерминирован-
ном случае, можем вычислить их положения
в следующий момент времени и, далее, по-
вторить эту процедуру для новых координат
вихрей.

Из первого условия следует, что су-
ществует функция тока Ψ(𝑥), такая что
w(𝑥) = ∇𝑐Ψ(𝑥), где ∇𝑐 =

{︁
𝜕

𝜕𝑥2
,− 𝜕

𝜕𝑥1

}︁
— ко-

градиент. Обозначим 𝐸(𝑥) = 1/(2𝜋) ln |𝑥| —
фундаментальное решение уравнения Лапла-
са в плоском случае. Для заданной системы
вихрей 𝑧𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 , функцию тока будем
определять в виде

Ψ(𝑥) = 𝐿(𝑥) +

∫︁

𝑆

𝑞(𝑦)𝐸(𝑥− 𝑦) d𝑆𝑦, (1.1)

𝑥 ∈ 𝑄,

𝐿(𝑥) =

𝑁∑︁

𝑗=1

Γ𝑗 ln
⃒⃒
𝑧𝑗 − 𝑥

⃒⃒
,

где распределенную на 𝑆 плотность вихрей
𝑞(𝑦) требуется определить, так чтобы выпол-
нялось третье условие — условие непротека-
ния

Ψ(𝑥)|𝑆 = 𝐶 ≡ const, (1.2)

Справедливо утверждение [14]: если по-
тенциал Робена для 𝑄 не равен нулю, то
функция 𝑞(𝑦) в представлении (1.1) такая,
что выполняется условие (1.2), существует и
единственна.
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2. Потенциал и задача Робена
2.1. Потенциал простого слоя

𝑅(𝑥) =

∫︁

𝑆
𝜙*(𝑦)𝐸(𝑥− 𝑦) d𝑆𝑦, (2.1)

равный константе на границе

𝑅(𝑥)|𝑆 = 𝑅𝑆 ≡ const, (2.2)

называется потенциалом Робена [15]. Функ-
ция 𝜙* и константа 𝑅𝑆 называются плотно-
стью и константой Робена соответственно.
Для однозначного определения константы до-
полнительно используют нормирующее усло-
вие (условие полного заряда)

∫︁

𝑆
𝜙*(𝑦) d𝑆𝑦 = 1. (2.3)

Задача определения плотности 𝜙* ∈ 𝐿2(𝑆)
называется задачей Робена.

2.2. Рассмотрим разложение в ортого-
нальную сумму подпространств

𝐿2(𝑆) = {𝜙*} ⊕ 𝐿𝜙
2 (𝑆). (2.4)

Пусть последовательность точек 𝑥(𝑚),
𝑚 = 1, 2, . . ., принадлежит области 𝑄
(𝑄+ = R2∖𝑄), отделена от границы и удо-
влетворяет условию единственности гармо-
нических функций. Будем называть такую
последовательность базисной.

Обозначим

𝛼−
𝑚(𝑥) = 𝐸(𝑥(𝑚+1) − 𝑥)− 𝐸(𝑥(𝑚) − 𝑥),

𝑥 ∈ 𝑆, 𝑚 = 1, 2, . . . .

Справедливо утверждение [16].
Лемма (В.Г. Лежнев). Система функ-

ций 𝛼−
𝑚(𝑥), 𝑚 = 1, 2, . . ., полна и линейно

независима в подпространстве 𝐿𝜙
2 (𝑆), если

последовательность 𝑥(𝑚) является базисной
в 𝑄.

2.3. Алгоритм решения задачи Робена за-
ключается в следующем [17]. Зафиксируем
базисную в 𝑄 последовательность точек 𝑏(𝑚),
𝑚 = 1,2, . . ., и рассмотрим соответствующую
этой последовательности систему функций
𝛼−
𝑚(𝑥).

В силу ортогональной суммы (2.4) имеем
разложение единицы

1 = 𝑐0𝜙
* + ℎ = 𝑐0𝜙

* + ℎ𝑀 + 𝜚𝑀 , (2.5)

где

ℎ𝑀 (𝑥) =
𝑀∑︁

𝑚=1

𝑐𝑚𝛼
−
𝑚(𝑥)

— проекция неизвестной функции ℎ на конеч-
номерное подпространство, натянутое на пер-
вые 𝑀 функций рассматриваемой системы, и
𝜚𝑀 → 0 при 𝑀 → ∞ в силу полноты системы
𝛼−
𝑚. Умножим скалярно в 𝐿2(𝑆) тождество

(2.5) на 𝛼−
𝑘 при 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑀 , получим си-

стему линейных уравнений с матрицей Грама

𝑀∑︁

𝑚=1

𝑐𝑚
(︀
𝛼−
𝑚, 𝛼

−
𝑘

)︀
=
(︀
1, 𝛼−

𝑘

)︀
, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑀,

для определения неизвестных коэффициен-
тов 𝑐1, 𝑐2, . . ., 𝑐𝑀 искомой проекции ℎ𝑀 .

Решая систему, получаем приближенную
плотность Робена

𝑐0𝜙
*
𝑀 (𝑥) = 1−

𝑀∑︁

𝑚=1

𝑐𝑚𝛼
−
𝑚(𝑥).

Константу 𝑐0 можно определить из условия
полного заряда (2.3). Таким образом, оконча-
тельно имеем приближенную плотность Ро-
бена

𝜙*
𝑀 (𝑦) = 𝑐−1

0

[︃
1−

𝑀∑︁

𝑚=1

𝑐𝑚𝛼
−
𝑚(𝑦)

]︃

и приближенный потенциал Робена

𝑅𝑀 (𝑥) =

∫︁

𝑆
𝜙*
𝑀 (𝑦)𝐸(𝑥− 𝑦) d𝑦, 𝑥 ∈ 𝑄+.

Полнота системы 𝛼−
𝑚 обеспечивает сходи-

мость в норме 𝐿2(𝑆) приближенной плотно-
сти Робена 𝜙*

𝑀 к точной 𝜙*: ‖𝜙*
𝑀 − 𝜙*‖ → 0,

𝑀 → ∞. Тогда последовательность прибли-
женных потенциалов 𝑅𝑀 (𝑥) сходится равно-
мерно внутри𝑄+ к потенциалу Робена 𝑅(𝑥) и,
в силу гладкости 𝑆, равномерная сходимость
имеет место вплоть до границы.

3. Аппроксимация функции тока
системами потенциалов 𝜎𝑚(𝑥)

Рассмотрим две системы базисных потен-
циалов

𝛼+
𝑚(𝑥) = 𝐸(𝑥(𝑚) − 𝑦), 𝑥 ∈ 𝑆,

𝜎𝑚(𝑥) =

∫︁

𝑆

𝐸(𝑥(𝑚) − 𝑦)𝐸(𝑥− 𝑦) d𝑆𝑦, 𝑥 ∈ 𝑆.

Справедливы следующие утверждения [16].
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Лемма (В.Г. Лежнев). Система функ-
ций 𝛼+

𝑚(𝑥) полна и линейна независима в
𝐿2(𝑆), если последовательность 𝑥(𝑚) – базис-
ная в 𝑄+.

Лемма (В.Г. Лежнев). Если констан-
та Робена области 𝑄 не равна нулю 𝑅𝑆 ̸= 0,
то система функций 𝜎𝑚(𝑥), 𝑚 = 1, 2, . . ., ли-
нейно независима и замкнута в 𝐿2(𝑆); если
𝑅𝑆 = 0, то эта система функций замкнута в
𝐿𝜙
2 (𝑆), если последовательность 𝑥(𝑚) — базис-

ная в 𝑄+.
Аппроксимация функции тока Ψ(𝑥) имеет

вид

Ψ𝑀 (𝑥) = 𝐿(𝑥) +
𝑀∑︁

𝑚=1

𝑐𝑚𝜎𝑚(𝑥). (3.1)

Рассмотрим функционал

𝐹 (𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑀 ) =
⃦⃦
Ψ(𝑥)|𝑆 −Ψ𝑀 (𝑥)

⃦⃦2
.

Необходимое условие экстремума функцио-
нала приводит к системе линейных алгебра-
ических уравнений с матрицей Грама для
системы функций 𝜎𝑚:

𝑀∑︁

𝑚=1

𝑐𝑚 (𝜎𝑚, 𝜎𝑘) = (𝐶, 𝜎𝑘) , (3.2)

𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑀.

Вычисление элементов матрицы Грама
𝐺(𝜎1, . . . , 𝜎𝑀 ) = (𝑔𝑚,𝑘) для системы 𝜎𝑚:

𝑔𝑚,𝑘 =

∫︁

𝑆

𝜎𝑚(𝑥)𝜎𝑘(𝑥) d𝑆𝑥 =

=

∫︁

𝑆

[︃∫︁

𝑆

𝐸(𝑥(𝑚) − 𝑦)𝐸(𝑥− 𝑦) d𝑆𝑦×

×
∫︁

𝑆

𝐸(𝑥(𝑘) − 𝑦)𝐸(𝑥− 𝑦) d𝑆𝑦

]︃
d𝑆𝑥,

требует вычисления сингулярных интегралов,
что приводит к значительным погрешностям
приближенной функции тока Ψ𝑀 (𝑥). Данный
подход аппроксимации функции тока систе-
мами 𝜎𝑚 для описания динамики точечных
вихрей подробно описан в [18], также на ос-
нове этого подхода в работе [19] рассчитаны
траектории движения точечных вихрей как
в ограниченной, так и в не ограниченной об-
ласти. Рассмотрим далее более простой алго-
ритм, не требующий вычисления сингуляр-
ных интегралов.

4. Простой алгоритм вычисления
плотности вихрей

Идея алгоритма основана на том сообра-
жении, что искомая мгновенная функция то-
ка Ψ(𝑥) в силу условия (1.2) гармонически
продолжается в 𝑄+ как потенциал Робена
𝑅(𝑥) и, следовательно, в 𝑄+ не зависит от
времени 𝑡.

Зафиксируем базисную в 𝑄+ последова-
тельность точек 𝑥(𝑚), 𝑚 = 1, 2, . . ., и рассмот-
рим соответствующую этой последовательно-
сти систему функций 𝛼+

𝑚(𝑥). Обозначим

𝑞𝑀 (𝑥) =

𝑀∑︁

𝑚=1

𝑐𝑚𝛼
+
𝑚(𝑥)

проекцию функции 𝑞(𝑥) на конечномерное
подпространство, натянутое на первые функ-
ции системы 𝛼+

𝑚, тогда

𝑞(𝑥) = 𝑞𝑀 (𝑥) + 𝜚𝑀 (𝑥), (4.1)

где 𝜚𝑀 (𝑥) → 0, при 𝑀 → ∞.
Рассмотрим выражение (1.1) при 𝑥 = 𝑥(𝑘),

𝑘 = 1,𝑀 и, используя (4.1), имеем систему
линейных уравнений

𝑀∑︁

𝑚=1

𝑐𝑚
(︀
𝛼+
𝑚, 𝛼

+
𝑘

)︀
= Ψ(𝑥(𝑘))− 𝐿(𝑥(𝑘)), (4.2)

𝑘 = 1,𝑀,

где Ψ(𝑥) ≡ 𝑅(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑄+, для любого момента
времени 𝑡 𝑅(𝑥) — потенциал Робена, опреде-
ленный на кривой 𝑆. Для заданной области𝑄,
если потенциал Робена неизвестен, его всегда
можно вычислить по описанному в п. 3 алго-
ритму. Также можно использовать функцию
Грина области 𝑄+, содержащей бесконечно
удаленную точку. Полученная система (4.2),
в отличие от системы (3.2), не требует вы-
числения сингулярных интегралов, а также
имеет преимущество при вычислении правой
части для каждого момента времени.

5. Движение точечных вихрей

Мгновенное поле скоростей в момент вре-
мени 𝑡, индуцируемое точечными вихрями
𝑧𝑗 = 𝑧𝑗 [𝑡], 𝑗 = 1, 𝑁 , определяется в виде
w(𝑥) = ∇𝑐Ψ(𝑥), где функция тока Ψ(𝑥) име-
ет вид (1.1) при 𝑥 ∈ 𝑄 и 𝑥 ̸= 𝑧𝑗 . Согласно
формуле Гельмгольца [13], для нахождения
скорости вихря из скорости потока w(𝑥) в
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Рис. 1 Рис. 2

точке расположения вихря 𝑥 = 𝑧𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑁
необходимо вычесть «самодействие» вихря
(вихрь сам себя не движет) [3]. Квадратные
скобки по времени 𝑧𝑗 [𝑡] используем, чтобы
подчеркнуть дискретность времени.

Для положения 𝑧𝑘[𝑡+Δ𝑡] 𝑘-го вихря в мо-
мент времени 𝑡+Δ𝑡 имеют место следующие
приближенные равенства:

𝑧𝑘[𝑡+Δ𝑡] = 𝑧𝑘[𝑡] +
w(𝑧𝑘[𝑡])

|w(𝑧𝑘[𝑡])|Δ𝑡,

𝑘 = 1, 𝑁,

где

w(𝑧𝑘[𝑡]) = ∇𝑐

[︃
𝑁∑︁

𝑗=1,𝑗 ̸=𝑘

Γ𝑗 ln
⃒⃒
⃒𝑧𝑗 [𝑡]− 𝑧𝑘[𝑡]

⃒⃒
⃒+

+

∫︁

𝑆
𝑞(𝑦)𝐸(𝑥− 𝑦) d𝑆𝑦

]︃

и плотнось 𝑞(𝑦) вычисляется по простому ал-
горитму, описанному в п. 5. Положения в
начальный момент времени 𝑧𝑘[0] равны из-
начально заданным положениям вихрей 𝑧𝑘,
𝑘 = 1, 𝑁 .

6. Вычислительные эксперименты
Ниже приводятся результаты вычисли-

тельных экспериментов движения точечных
вихрей в квадрате.

На рис. 1 указано расположение базисных
точек точек 𝑏(𝑚) ∈ 𝑄 и 𝑥(𝑘) ∈ 𝑄+, 𝑚, 𝑘 = 1, 𝑁 ,
𝑁 = 40; точки распределены равномерно

параллельно границе квадрата c отступами
−0,05 и 0,1 соответственно. На рис. 2 пред-
ставлены линии уровня потенциала Робена,
вычисленного по алгоритму п. 3.

На рис. 3 представлены траектории дви-
жения одного точечного вихря с интенсивно-
стью Γ1 = 1 при разных начальных положе-
ниях; траектории совмещены на одном рисун-
ке для экономии места; начальные положе-
ния вихря имеют координаты 𝑧1 = {𝑘/10, 0},
𝑘 = 1, 9 и отмечены на рисунке точками. Как
видно из рис. 3, все траектории движения од-
ного точечного вихря замкнуты аналогично
движению одного вихря внутри единичного
круга.

На рис. 4 представлены траектории дви-
жения двух точечных вихрей при разных
начальных положениях с интенсивностями
Γ1 = Γ2 = 1; траектории также совмеще-
ны на одном рисунке; начальные положе-
ния вихрей имеют координаты: 𝑧1 =

{︀
𝑘
10 ,0

}︀
,

𝑧2 =
{︀
− 𝑘

10 ,0
}︀
, 𝑘 = 1, 9, и отмечены на рис. 4

точками. Как видно из рис. 4, вихри движут-
ся друг за другом по замкнутой траектории
аналогично движению двух вихрей внутри
единичного круга — томпсоновская конфигу-
рация при 𝑁 = 2 [3].

На рис. 5 представлены траектории дви-
жения двух точечных вихрей при разных на-
чальных положениях с разными интенсивно-
стями Γ1 = 1, Γ2 = −1; траектории совмеще-
ны на одном рисунке; начальные положения
вихрей отмечены на рисунке точками, коорди-
наты первого вихря: 0,308, 0,381, 0,454, 0,527,
0,600. Координаты второго вихря симметрич-
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Рис. 3 Рис. 4

Рис. 5 Рис. 6

Рис. 7 Рис. 8

66



Алгоритм движения точечных вихрей в ограниченной области

ны относительно начала координат. Как вид-
но из рис. 5, при значении координат 0,308
конфигурация вихрей статична — вихри сто-
ят на месте; при значении координат более
0,308 траектории вихрей замкнуты, что со-
ответствует регулярным периодическим ре-
шениям; при значении координат более 0,600
динамика конфигурации становится не регу-
лярной.

На рис. 6 представлены траектории дви-
жения четырех точечных вихрей при разных
начальных положениях с разными интенсив-
ностями Γ1 = Γ3 = 1, Γ2 = Γ4 = −1; траекто-
рии совмещены на одном рисунке; начальные
положения вихрей отмечены на рисунке точ-
ками. Координаты первого вихря: 0,355, 0,405,
0,456, 0,507, 0,557. Координаты других вих-
рей симметричны относительно диагоналей
квадрата. Из рис. 6 видно, что при значе-
нии координат 0,355 конфигурация вихрей
статична — вихри стоят на месте; при значе-
нии координат более 0,355 траектории вих-
рей замкнуты, что соответствует регулярным
периодическим решениям; при значении ко-
ординат более 0,557 динамика конфигурации
становится нерегулярной.

На рис. 7 представлены траектории дви-
жения восьми точечных вихрей. В центре
интенсивности равны единице, в углах — ми-
нус единице. Координаты вихрей отмечены на
рис. 7 точками. На рис. 7 представлен пример
устойчивой конфигурации, группа вихрей в
углах смещается к центру на свои периодиче-
ские орбиты, другая группа немного удаля-
ется от центра, также перемещаясь на свои
периодические орбиты.

На рис. 8 представлены другой пример
динамики восьми вихрей. Вихри выходят из
углов и двужутся по замкнутой траектории
аналогично другой группе, расположенной
ближе к центру.
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