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Abstract. The general scheme of search and recognition (identification) of singular points of the
solution of dynamic systems is present. Under singular points we understand not a features of the
phase flow, but the poles of the functions of the solution components for analytical continuation
into the plane of complex time. Pole orders may be different for different components. As examples
for calculation, precisely known system exhibiting deterministic chaotic behavior – E. Lorentz
system, and also indicates a general scheme for matching of the differential dynamic system
solution with the special integer sequence (quantization).

The introduction describes a method for searching for singular points on the plane of complex
time, which is a specific variant of numerical integration with the optimal choice of the direction of
the next step. Optimization is the minimization of the number of steps, that is, ultimately – the
computational time. The second part of the paper describes an algorithm for searching for singular
points of the layer closest to the real time axis, and this algorithm is numerically implemented for
the Lorentz system. The third (final) part of the paper describes a possible application of the
method for constructing quantum-mechanical models of multielectronic systems.
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Введение

В основу метода исследования динамиче-
ских систем положен численный поиск осо-
бых точек у решения системы на плоскости
комплексного времени. Рассматриваются ди-
намические системы (математические моде-
ли, сводящиеся к системам обыкновенных
дифференциальных уравнений, разрешенных
относительно производных) с аналитически
заданными правыми частями. При этом ре-
шение такой системы гладкое на веществен-
ной оси времени, что соответствует физиче-
скому смыслу. Особые точки ищутся у ана-
литического продолжения этого решения в
плоскость комплексного времени. В качестве
примеров приводятся результаты поиска осо-

бых точек для трехмерной системы термо-
конвекции (система Лоренца [1]) и для семи-
мерной системы турбулентности и подобных
систем [2,3].

Рассмотрим динамическую систему вида
d𝑥𝑛
d𝑡

= 𝑓𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑁 ), 𝑛 = 1, 𝑁. (1)

Переменные 𝑥𝑛 считаются комплексны-
ми функциями комплексного переменного 𝑡.
Пусть 𝑓𝑛 –– полиномы с вещественными ко-
эффициентами.

Компоненты решения 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛(𝑡−𝑐1, 𝑐2, . . .
. . . , 𝑐𝑁 ) есть аналитические функции в неко-
торой области комплексной плоскости 𝑡. В
частности, для систем, полученных прибли-
жением по методу Галеркина для решений
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реальных задач, это должна быть область,
вытянутая вдоль вещественной оси. Вне этой
области решение может иметь особые точки,
число которых может быть конечным или
счетным, в частности и при задании началь-
ных условий на вещественной оси.

На всей плоскости, за исключением осо-
бых точек, выполнено

ΔRe𝑥𝑛 = ΔIm𝑥𝑛 = 0,

где

Δ =
𝜕2

(𝜕 Re 𝑡)2
+

𝜕2

(𝜕 Im 𝑡)2
= 4

𝜕2

𝜕𝑡𝜕𝑡
.

Составим функцию эрмитовой нормы ре-
шения, заданную на комплексной плоскости 𝑡,

𝐹 (Re 𝑡, Im 𝑡) =

𝑁∑︁

𝑛=1

𝑥𝑛𝑥𝑛.

Эта функция уже не аналитическая, но
можно заметить, что

Δ = 2
𝑁∑︁

𝑛=1

(︂(︂
𝜕 Re𝑥𝑛
𝜕 Re 𝑡

)︂2

+

(︂
𝜕 Re𝑥𝑛
𝜕 Im 𝑡

)︂2

+

+

(︂
𝜕 Im𝑥𝑛
𝜕 Re 𝑡

)︂2

+

(︂
𝜕 Im𝑥𝑛
𝜕 Im 𝑡

)︂2)︂
> 0,

то есть внутри области аналитичности реше-
ния эта функция выпуклая вниз. Это означа-
ет, что она не может достигать максимума,
и любой путь интегрирования динамической
системы (1), лежащий на комплексной плос-
кости времени, обеспечивающий возрастание
значения 𝐹 вдоль него, ведет в особую точку
системы (в точку, где решение устремляется
к бесконечности).

Зная координаты точки фазового про-
странства 𝑥1, . . . , 𝑥𝑁 , можно определить на-
правление, в котором скорость возрастания
максимальна. И если при численном интегри-
ровании двигаться по такому направлению,
то это и есть оптимальный (кротчайший в
смысле вычислительного времени) путь, ве-
дущий в особую точку. Действительно, пусть
(𝑖 — мнимая единица) d𝑡 = 𝑒𝑖𝜙 d𝑠, d𝑠 = | d𝑡|,
тогда

d

d𝑠
= 𝑒𝑖𝜙

d

d𝑡
= 𝑒−𝑖𝜙 d

d𝑡

и, используя

𝑒𝑖𝜙
d𝑥𝑛
d𝑡

= 𝑒−𝑖𝜙d𝑥𝑛
d𝑡

,

получим

d𝐹

d𝑠
=

𝑁∑︁

𝑛=1

(︁
𝑒𝑖𝜙𝑥𝑛

d𝑥𝑛
d𝑡

+ 𝑒−𝑖𝜙𝑥𝑛
d𝑥𝑛
d𝑡

)︁
=

= 𝑄𝑒𝑖𝜙 +𝑄𝑒−𝑖𝜙,

где
𝑄 =

𝑁∑︁

𝑛=1

d𝑥𝑛
d𝑡

𝑥𝑛.

Тогда условие выбора направления макси-
мального возрастания 𝐹

d

d𝜙

d𝐹

d𝑠
= 𝑖
(︀
𝑄𝑒𝑖𝜙 −𝑄𝑒−𝑖𝜙

)︀
= 0

даст

𝜙 = − arctg
Im𝑄

Re𝑄
± 𝜋. (2)

Неоднозначность выбора соответствует
движению «туда или обратно» по кратчайше-
му пути, ведущему в особую точку.

Численный метод поиска особых точек мо-
жет иметь вид явной однослойной разностной
схемы, то есть может быть устроен следую-
щим образом. С вещественными начальными
условиями из начальной точки на веществен-
ной оси делается шаг численного интегриро-
вания вдоль мнимой оси в верхнюю полуплос-
кость, далее на каждом шаге интегрирования
направление следующего шага выбирается по
формуле (2) и таким образом осуществляется
движение к особой точке. Особая точка счи-
тается найденной, когда значение 𝑄 близко к
переполнению.

Алгоритм поиска особых точек
После того, как ближайшая из особых то-

чек найдена, система (1) численно интегри-
руется вдоль вещественной оси времени на
промежуток, затем снова организуется поиск.
Каждая особая точка может быть найдена,
начиная с разных позиций на вещественной
оси, а величина 𝑇 выбирается таким образом,
чтобы двигаться как можно быстрее, но при
этом не пропустить особую точку.

Найденные таким образом особые точки
в дальнейшем будут именоваться «особенно-
стями ближайшего к вещественной оси слоя»,
строго говоря –– это точки, к которым ве-
дут все пути, выходящие с вещественной оси
времени.

Разумеется, для вещественной правой ча-
сти системы и при вещественных начальных
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Рис. 1. Компоненты решения системы Лоренца и карта особых точек

условиях, картина особых точек симметрична
относительно вещественной оси.

Следует отметить, что предлагаемый ме-
тод поиска особых точек может быть реали-
зован в виде многослойной разностной схемы
(типа предиктор—корректор), по-видимому,
может быть применен для систем более широ-
кого класса: неавтономных, с правыми частя-
ми аналитическими не всюду, а почти всюду,
для ситуаций, когда особые точки могут быть
не алгебраическими (не полюсами). Вопрос
о типах особых точек является отдельным,
для доказательства соответствующих утвер-
ждений используется методика построения
диаграмм Пьюизо [4–6].

Метод поиска особых точек был опробо-
ван на знаменитой трехмерной системе тер-
моконвекции (Э. Лоренца), известной тем,
что это одна из первых дифференциаль-
ных динамических систем, обнаруживших
детерминировано-хаотическое поведение [1],

d𝑥

d𝑡
= 𝜎(𝑦 − 𝑥) = 𝑥′;

d𝑦

d𝑡
= 𝑟𝑥−𝑚𝑦 − 𝑥𝑧 = 𝑦′;

d𝑧

d𝑡
= −𝑏𝑧 + 𝑥𝑦 = 𝑧′.

(3)

Здесь 𝜎, 𝑟, 𝑚, 𝑏 — положительные пара-
метры. Как известно, при определенной ком-
бинации этих параметров все положения рав-
новесия этой системы теряют устойчивость,
но вблизи них образуется множество, огра-
ниченное по размерам, имеющее меру нуль в
трехмерном пространстве и мощность конти-
нуума, притягивающее к себе фазовые траек-
тории, но внутри которого нет ни одного пре-
дельного цикла –– так называемый «стран-
ный аттрактор». Последний факт определя-
ется путем численного определения показате-
лей Ляпунова и по ним –– размерности при-
тягивающего множества (гипотеза о совпаде-
нии размерностей по Хаусдорфу и по Ляпу-
нову) [7–15].

Если задать начальные условия около ну-
ля, то по прошествии сравнительно небольшо-
го промежутка времени фазовая точка начи-
нает двигаться вблизи аттрактора, все более
приближаясь к нему. С этого момента был
организован поиск особых точек, ближайше-
го к вещественной оси слоя. На рис. 1 пред-
ставлены графики двух первых компонент
решения и соответствующая карта особых то-
чек на промежутке вещественной оси времени
от 1000 до 2000 для следующей комбинации
параметров и начальных условий:

𝜎 = 0,2; 𝑚 = 0,003; 𝑟 = 0,5;

𝑏 = 0,006; 𝑥(0) = 𝑦(0) = 0,17; 𝑧(0) = 0,49.
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Рис. 2. Зависимость мнимых координат соседних особых точек

Положение каждой особой точки, в си-
лу автономности системы, характеризуется
лишь двумя величинами: мнимой координа-
той и расстоянием вдоль вещественной оси
до ближайшей другой особой точки. При про-
верке на корреляционный тест эти величины
ведут себя как независимые случайные.

Причиной является то, что рекуррентные
зависимости, связывающие их, сильно отли-
чаются от линейных. На рис. 2 показана за-
висимость двух мнимых координат соседних
особых точек.

На рис. 3 показана зависимость рассто-
яния вдоль вещественной оси между двумя
соседними особыми точками от мнимой ко-
ординаты особой точки. Видно, что эти зави-
симости имеют особенность типа точки воз-
врата. И это не случайный факт. Похожие
зависимости обнаружены для максимальных
значений компонент решения, это является
следствием того, что отображение Пуанкаре
для трехмерной системы Лоренца одномер-
ное [12].

Теперь следует остановиться на характе-
ре (типе) особенностей. Предполагая, что это
полюсы, для определения их порядков и ам-
плитуд (старшие коэффициенты разложения
решения в ряды Лорана) подставим в систему
Лоренца (3) разложение решения в виде ря-
дов (центр разложения, ввиду автономности

системы, может быть выбран в нуле).

𝑥 =
𝐴

𝑡𝛼
+ . . . , 𝑦 =

𝐵

𝑡𝛽
+ . . . , 𝑧 =

𝐶

𝑡𝛾
+ . . . .

После приравнивания порядков и ампли-
туд по разные стороны от равенств, получим:

𝛼+ 1 = 𝛽, 𝛽 + 1 = 𝛼+ 𝛾, 𝛾 + 1 = 𝛼+ 𝛽,

−𝐴 = 𝜎𝐵; 2𝐵 = 𝐴𝐶; −2𝐶 = 𝐴𝐵.

Отсюда двузначно находятся порядки и ам-
плитуды решения

𝛼 = 1, 𝛽 = 𝛾 = 2,

𝐴 = ±2𝑖, 𝐵 = ∓2𝑖

𝜎
, 𝐶 = − 2

𝜎
.

Отсутствие целочисленного решения си-
стем, получаемых для порядков компонент
системы (такие системы в общем случае, по-
мимо арифметических операций, могут со-
держать min и max), означает отсутствие у
решения алгебраических особенностей (по-
люсов). Исследование подобных систем при
помощи диаграмм Пьюизо является одним
из основных методов аналитической теории
дифференциальных уравнений [4–6].

Система Лоренца обладает тем свойством,
что если к бесконечности устремляется хотя
бы одна из компонент решения, то аналогич-
ным образом ведут себя и две другие, то есть
можно говорить об особой точке всей системы.
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Рис. 3. Зависимость расстояния вдоль вещественной оси от мнимой координаты

Невыполнение такого следствия связано с от-
стутствием решения системы алгебраических
уравнений, получаемой для амплитуд.

Возникшая неоднозначность сопряжения
при решении системы для амплитуд являет-
ся следствием того, что пары особых точек
с сопряженными амплитудами располагают-
ся симметрично относительно вещественной
оси. И это свойство присуще всем системам с
вещественными параметрами и начальными
условиями.

Фиксируя неоднозначность определения
амплитуд (верхнюю и нижнюю группы зна-
ков) и рассматривая только точки, располо-
женные в верхней полуплоскости времени,
приходим к понятию сорта особой точки. Най-
денная особая точка может иметь верхнюю
либо нижнюю группы знаков, то есть для
системы Лоренца этих сорта два. Для неко-
торого класса систем, с правыми частями в
виде полиномов, их может быть больше, но
конечное число –– это произведение номеров
различных решений системы алгебраических
уравнений для амплитуд на знаки сопряжен-
ности (индексы сортов).

При этом возникает последовательность
индексов сортов –– это динамическая систе-
ма с конечным числом состояний (квантовая
система). И это новый объект исследования,
непосредственно связанный с исходной дина-

мической системой, который появляется при
применении метода поиска особых точек.

Амплитуды находятся с точностью, до-
статочной для распознавания сортов непо-
средственно в процессе поиска особых точек
применением асимптотических формул.

Для полюса первого порядка:

𝐴 = − lim
𝑡→𝑡0

𝑥2

𝑥′
, 𝑥 =

𝐴

𝑡− 𝑡0
+ . . . .

Для полюса второго порядка:

𝐵 = lim
𝑡→𝑡0

4𝑦3

(𝑦′)2
, 𝑦 =

𝐵

(𝑡− 𝑡0)2
+ . . . ,

𝐶 = lim
𝑡→𝑡0

4𝑧3

(𝑧′)2
, 𝑧 =

𝐶

(𝑡− 𝑡0)2
+ . . . .

Найденные таким образом на последнем
шаге поиска (когда значение 𝑄 близко к пе-
реполнению) значения амплитуд достаточно
близки к аналитическим.

Использование особых точек для
аппроксимации вещественного

решения

Следует отметить, что последователь-
ность координат и сортов особых точек доста-
точно информативна (по крайней мере, для
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таких систем небольшой размерности, как си-
стема Лоренца), а именно, с ее помощью мож-
но аппроксимировать решение [2, 3, 16]. Ме-
тод, позволяющий это делать, по-видимому,
не единственно возможный, состоит в следу-
ющем:

Решение (𝑛 –– номер компоненты) заме-
няется выражениями

𝑥𝑛 = 𝐴𝑛 +
∑︁

𝑗

𝑋𝑛(𝑡− 𝑡𝑗).

Здесь константа 𝐴𝑛 — это свободный член ря-
да Лорана для соответствующей компоненты
решения, сумма берется по особым точкам
𝑡𝑗 , функции 𝑋𝑛 обладают следующими свой-
ствами:

а) 𝑋𝑛(𝑡) → ∞ при 𝑡 → 0, имея те же ко-
эффициенты при отрицательных степенях в
ряде Лорана, что и компонента решения 𝑥𝑛.

б) 𝑋𝑛(𝑡) → 0 при 𝑡→ ∞, причем так, что
ряд по особым точкам сходится для каждой
из компонент решения.

Неединственность метода аппроксимации
заключается в том, что функции 𝑋𝑛 данными
условиями определены неоднозначно, их вы-
бор зависит не только от вида правой части
динамической системы. Для системы Лорен-
ца эти функции были взяты в следующем
общем виде:

𝑥𝑛 = 𝐴𝑛 +
∑︁

𝑡𝑗

𝑝𝑛∑︁

𝑝=1

𝐴np(︁
𝑆𝑛
(︀
𝑘𝑛(𝑡− 𝑡𝑗)

)︀)︁𝑝 , (4)

где 𝑝 – порядок полюса для компоненты 𝑥𝑛,
а функции

𝑆𝑛(𝑡) = 𝑡+
𝑡3

𝐷𝑛1
+

𝑡5

𝐷𝑛2
+ . . .+

𝑡2𝛿+1

.
𝐷𝑛𝛿,

Целые значения 𝛿 могут быть различными
для разных компонент решения. Тогда для
сходимости ряда по особым точкам достаточ-
но условий |𝐷𝑛𝛿| > 𝐷2𝛿; 𝑛 = 1, 𝑁 ; 𝛿 = 1, 2, . . .,
здесь 𝐷 — максимальное расстояние от осо-
бой точки до точки вещественной оси, взятое
по множеству всех особых точек.

Интересующее вещественное решение,
определенное на вещественной оси времени,
имеет вид

Re𝑥𝑛 = Re𝐴𝑛+

+ 2
∑︁

𝑡+𝑗

𝑝𝑛∑︁

𝑝=1

Re
𝐴𝑛𝑝(︁

𝑆𝑛
(︀
𝑘𝑛(𝑡− 𝑡𝑗)

)︀)︁𝑝 , (5)

где суммирование ведется по особым точкам
𝑡+𝑗 , расположенным в верхней полуплоскости
времени. Кроме того, ограничимся только
ближайшим к вещественной оси слоем осо-
бенностей, так как именно они оказывают
наибольшее влияние на вещественное реше-
ние.

Количество членов с нечетными степеня-
ми в выражении 𝑆𝑛 берется с расчетом на
то, чтобы туда вошли все члены, которые
могут повлиять на значения коэффициентов
при неположительных степенях ряда Лора-
на, получаемого разложением выражений (4)
в особой точке. Неизвестные коэффициенты
𝐴𝑛, 𝐴np; 𝑘𝑛 определяются из системы алгебра-
ических уравнений, получаемой после подста-
новки выражений (4) в дифференциальные
уравнения динамической системы и прирав-
нивания коэффициентов при одинаковых сте-
пенях рядов Лорана (производные берутся от
выражений (4), а потом раскладываются в
ряды). При этом ввиду того, что разложения
в ряды берется в окрестности особой точки,
суммирование по особым точкам может быть
опущено.

Представленная методика похожа на раз-
ложение в ряды Пейнлеве (Peinleve) [4–6], од-
нако специфический вид выражения (4) обу-
словлен не только необходимостью того, что-
бы получаемая система уравнений для ко-
эффициентов имела бы решения (и не бес-
конечно много), но и сходимостью рядов по
особым точкам. Последнее не предусмотрено
в методике Пейнлеве и является отличитель-
ным признаком данной работы. Итак, для
системы Лоренца выражения (4) имеют вид

𝑥 =
𝐴1

𝑆1(𝑘𝑡)
+𝐴0, 𝑆1(𝑡) = 𝑡+

𝑡3

𝐷1
,

𝑦 =
𝐵2

𝑆2
2(𝑝𝑡)

+
𝐵1

𝑆2(𝑝𝑡)
+𝐵0, 𝑆2(𝑡) = 𝑡+

𝑡3

𝐷2
,

𝑧 =
𝐶2

𝑆2
3(𝑞𝑡)

+
𝐶1

𝑆3(𝑞𝑡)
+ 𝐶0, 𝑆3(𝑡) = 𝑡+

𝑡3

𝐷3
.

Производя разложение в ряды Лорана до сво-
бодных членов включительно, получим

𝑥 =
𝐴1

𝑘𝑡
+𝐴0 + . . . , 𝑥′ = −𝐴1

𝑘𝑡2
− 𝑘𝐴1

𝐷1
+ . . . ,

𝑦 =
𝐵2

𝑝2𝑡2
+
𝐵1

𝑝𝑡
+𝐵0 −

2𝐵2

𝐷2
+ . . . ,

𝑦′ = −2𝐵2

𝑝2𝑡3
− 𝐵1

𝑝𝑡2
− 𝑝𝐵1

𝐷2
+ . . . ,
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𝑧 =
𝐶2

𝑞2𝑡2
+
𝐶1

𝑞𝑡
+ 𝐶0 −

2𝐶2

𝐷3
+ . . . ,

𝑧′ = −2𝐶2

𝑞2𝑡3
− 𝐶1

𝑞𝑡2
− 𝑞𝐶1

𝐷3
+ . . . .

После подстановки этих выражений в систе-
му дифференциальных уравнений Лоренца и
приравнивания членов с одинаковыми степе-
нями, получаем при третьей степени в знаме-
нателе

−2𝐵2

𝑝2
= −𝐴!

𝑘

𝐶2

𝑞2
, −2𝐶2

𝑞2
=
𝐴1

𝑘

𝐵2

𝑝2
,

при второй степени в знаменателе

−𝐴1

𝑘
= 𝜎

𝐵2

𝑝2
,

−𝐵1

𝑝
= −𝑚𝐵2

𝑝2
− 𝐴1

𝑘

𝐶1

𝑞
−𝐴0

𝐶2

𝑞2
,

−𝐶1

𝑞
= −𝑏𝐶2

𝑞2
+
𝐴1

𝑘

𝐵1

𝑝
+𝐴0

𝐵2

𝑝2
,

при первой степени в знаменателе

𝐴1

𝑘
=
𝐵1

𝑝
,

0 = 𝑟
𝐴1

𝑘
−𝑚

𝐵1

𝑝
−

− 𝐴1

𝑘

(︂
𝐶0 −

2𝐶2

𝐷3

)︂
−𝐴0

𝐶1

𝑞
,

0 = −𝑏𝐶1

𝑞
+
𝐴1

𝑘

(︂
𝐵0 −

2𝐵2

𝐷2

)︂
+𝐴0

𝐵1

𝑝
,

свободные члены

−𝑘𝐴1

𝐷1
= 𝜎

(︂
𝐵0 −

2𝐵2

𝐷2
−𝐴0

)︂
,

− 𝑝𝐵1

𝐷2
= 𝑟𝐴0 −𝑚

(︂
𝐵0 −

2𝐵2

𝐷2

)︂
−

−𝐴0

(︂
𝐶0 −

2𝐶2

𝐷3

)︂
,

−𝑞𝐶1

𝐷3
= −𝑏

(︂
𝐶0 −

2𝐶2

𝐷3

)︂
+𝐴0

(︂
𝐵0 −

2𝐵2

𝐷2

)︂
.

Полученную систему уравнений можно ре-
шить относительно переменных 𝐵2, 𝐶2, 𝐴1,

𝐵1, 𝐶1, 𝐴0, 𝐵0, 𝑘, 𝑝, 𝑞 аналитически, при этом
если обозначить

𝑎 = ∓𝜎𝑖
3

(︂
2𝑏

𝜎
+
𝑚

𝜎
− 3

)︂
;

𝑐 =
2

3

(︂
3 +

𝑚

𝜎
− 𝑏

𝜎

)︂
,

то решение будет следующим:

∓ 2𝑖

𝐷1
𝑘2 = 𝜎

(︂
∓𝑏𝑐
2𝑖

− 2𝑎

)︂
,

∓ 2𝑖

𝐷2
𝑝2 = 𝑟𝑎−𝑚

(︂
∓𝑏𝑐
2𝑖

− 𝑎

)︂
−

− 𝑎
(︁
𝑟 −𝑚± 𝑎𝑐

2𝑖

)︁
,

− 𝑐

𝐷3
𝑞2 = −𝑏

(︁
𝑟 −𝑚∓ 𝑎𝑐

2𝑖

)︁
+ 𝑎

(︂
±𝑏𝑐
2𝑖

− 𝑎

)︂
,

𝐴1 = ±2𝑘𝑖, 𝐵1 = ±2𝑝𝑖, 𝐶1 = 𝑐𝑞,

𝐵2 = ∓2𝑝2𝑖

𝜎
, 𝐶2 = −2𝑞2

𝜎
, 𝐴0 = 𝑎,

𝐶0 = 𝑟 −𝑚∓ 𝑎𝑐

2𝑖
− 4𝑞2

𝜎𝐷3
,

𝐵0 = ±𝑏𝑐
2𝑖

− 𝑎∓ 4𝑝2𝑖

𝜎𝐷2
,

Возникающая неоднозначность решения, обо-
значенная верхней и нижней группой знаков,
объясняется так же, как и при определении
амплитуд.

Теперь о значении искусственно введен-
ных параметров 𝐷𝑛𝑗 и членов в выражениях
𝑆𝑛(𝑡), куда они входят. При разложении в
ряд Лорана в окрестности особой точки они
на порядок меньше 𝑡 и оказывают влияние
лишь на свободные члены, но при удалении
от особой точки они быстро растут и могут
сильно искажать приближенное вещественное
решение (5). Поэтому увеличением |𝐷𝑛𝑗 | мож-
но пытаться уменьшить влияние этих членов
или даже вообще отбрасывать некоторые из
них для наилучшего приближения. На рис. 4
показаны графики приближенных решений
системы Лоренца, одно из которых получено
численным интегрированием (сплошная ли-
ния), другое –– аппроксимированное суммой
(5) по особым точкам (пунктирная).
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Рис. 4. Аппроксимация решения системы Лоренца суммой по особым точкам

Выводы и обсуждение
Конечно, предлагаемый метод аппрокси-

мации является полуэмпирическим, но он поз-
воляет приближать решение систем с хаоти-
ческим поведением на больших промежут-
ках времени, если удастся обнаружить рекур-
рентное соотношение в расположении особых
точек, подобно той, что имеется у системы
Лоренца.

Если порядки полюсов и их амплитуды
заранее неизвестны, то их можно определять
в процессе поиска особой точки (на послед-
нем шаге), причем, как показали расчеты с
вышеуказанными двумя системами, точность
такого определения вполне достаточна для
распознавания точек по сортам. Справедлива
следующая асимптотическая формула:

𝑥 =
𝐴

(𝑡− 𝑡0)𝑝
+ . . . ,

lim
𝑡→𝑡0

(︁
− 𝑞

𝑥

𝑥′

)︁𝑞
𝑥 =

⎧
⎨
⎩

0 : 𝑞 > 𝑝,

𝐴 : 𝑞 = 𝑝,

∞ : 𝑞 < 𝑝.

(6)

Кроме системы Лоренца данным методом
были исследованы и некоторые другие систе-

мы с детерминировано-хаотическим поведени-
ем, причем «сценарии возникновения хаоса»
включали не только последовательность удво-
ений периода [13,14], а и такие как, например,
в работе [15].

Такое внимание к системе Лоренца обу-
словлено не только исторически (как к наибо-
лее известному и одному их первых примеров
системы с детерминировано–хаотическим по-
ведением). Дело еще и в том, что у этой систе-
мы (у компонент 𝑦, 𝑧) полюсы не простые, а
второго порядка. Это приводит к проблемам
при аппроксимации решения рядом по осо-
бым точкам (на эти проблемы и был сделан
акцент), большинство же систем, полученных
приближением по Галеркину, имеют одинако-
вые особенности для всех компонент (простые
полюсы), и указанных проблем не возникает.

Эта тема (исследование детерминирова-
но–хаотических систем) чрезвычайно инте-
ресна с фундаментальной точки зрения. Си-
стемы с хаосом возникают в самых разных
приложениях (укажем лишь некоторые, в ка-
честве примеров [17–21]). Этим вопросам по-
священы книги, например, [22–25] и специаль-
ные журналы, например, International journal
of Bifurcation and Chaos (ed. L.O. Chua). Дан-
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ная проблема связана с теорией гамильтоно-
вых систем, непосредственно контактирует и
с такими замечательными результатами, как
КАМ-теорема [26–29], однако в настоящем из-
ложении будет указано на связь с квантовой
механикой.

Согласно теории, основанной на решении
уравнения Шредингера, при котором физи-
ческие величины заменяются эрмитовыми
операторами, решение этого уравнения мо-
жет быть периодическим или квазипериоди-
ческим по времени (в случае, если разложе-
ние волновой функции по собственным функ-
циям оператора гамильтониана конечное).

В случае бесконечного ряда решение не
относится к указанным типам, то есть яв-
ляется детерминировано–хаотическим. Воз-
никает вопрос –– отличается ли этот «хаос»
от того, который возникает при численном
решении исходной (классической, а не опера-
торной) задачи? То есть насколько отлича-
ются характеристики хаотического режима
(и какие), получаемые из решения уравне-
ния Шредингера, от характеристик прямого
решения задачи (если оно тоже детерминиро-
вано–хаотическое)?

Естественно предположить, что если кван-
товый аналог построен изложенным методом
(по особым точкам), то он «унаследует ха-
рактер хаотического поведения» от исходной
системы (в смысле размерности аттрактора,
порядка и особенностей отображения Пуанка-
ре). Поэтому здесь будет изложен (как один
из возможных вариантов) пример «кванто-
вания» механической системы, состоящей из
конечного числа заряженных частиц.

Рассмотрим 𝑀 – частичную систему с ку-
лоновским взаимодействием в классической
постановке (𝑋𝑘 –– векторы координат ча-
стиц), уравнения движения электронов име-
ют вид

𝑋𝑘 = − 𝜗𝑀⃒⃒
𝑋𝑘

⃒⃒3𝑋𝑘 + 𝜗

𝑀∑︁

𝑘 ̸=𝑗=1

𝑋𝑘 −𝑋𝑗⃒⃒
𝑋𝑘 −𝑋𝑗

⃒⃒3 ,

𝑘 = 1,𝑀.

(7)

Здесь введен параметр размерности длина3
время2 ,

имеющий в СИ значение

𝜗 =
𝑒2

4𝜋𝜀0𝑚𝜀
≈ 253,21,

где 𝜀0, 𝑚𝜀, 𝑒 — электрическая постоянная,
масса и заряд электрона. Данная система опи-
сывает электро-нейтральную (в целом) систе-
му из 𝑀 электронов, взаимодействующих и

притягивающихся к положительному ядру из
𝑀 протонов в нуле.

К безразмерному виду можно перейти,
введя характерный масштаб длины «𝑎» и вре-
мени 𝜏 , тогда вместо размерной величины 𝜗 в
системе (7) надо поставить 𝜗0 = 𝜗 𝜏2

𝑎3
, перейдя

к безразмерным координатам и времени.
Особые точки системы (7) все имеют оди-

наковый тип для всех компонент «полуку-
бические сингулярности» или ”cusp type“ с
главным членом разложения вида

𝑋𝑘 = 𝐴𝑘(𝑡− 𝑡0)
2
3 + 𝑎0𝑘 + 𝑎1𝑘(𝑡− 𝑡0)+

+ 𝑎2𝑘(𝑡− 𝑡0)
2 + . . . ,

действительно, при этом обеспечивается ра-
венство порядков в левой и правой части (7)
при стремлении 𝑋𝑘 к нулю, а �̇�𝑘 –– к беско-
нечности. Особенность слабее, чем «полюс»,
но это не мешает применению изложенного
метода, так как величина 𝑄 устремляется к
бесконечности.

Величины амплитуд 𝐴𝑘 могут быть най-
дены из системы нелинейных алгебраических
уравнений

−2

9
𝐴𝑘 = − 𝜗𝑀

|𝐴𝑘|3
+ 𝜗

𝑀∑︁

𝑘 ̸=𝑗=1

𝐴𝑘 −𝐴𝑗

|𝐴𝑘 −𝐴𝑗 |3
,

𝑘 = 1,𝑀,

(8)

а можно их находить и непосредственно в про-
цессе поиска особых точек описанным числен-
ным алгоритмом (из формулы, аналогичной
(6) 𝑝 = 2/3):

𝑋𝑘 = 𝐴𝑘(𝑡− 𝑡0)
𝑝 + . . . ,

lim
𝑡→𝑡0

(︁ �̇�𝑘

𝑞𝑋𝑘

)︁𝑞
𝑋𝑘 =

⎧
⎨
⎩

0 : 𝑞 < 𝑝,

𝐴𝑘 : 𝑞 = 𝑝,

∞ : 𝑞 > 𝑝.

Значение �̇�𝑘 находятся при численном инте-
грировании (7) как системы первого порядка
(удвоенной размерности):

�̇�𝑘 = 𝑌𝑘,

𝑌𝑘 = − 𝜗𝑀

|𝑋𝑘|3
𝑋𝑘 + 𝜗

𝑀∑︁

𝑘 ̸=𝑗=1

𝑋𝑘 −𝑋𝑗

|𝑋𝑘 −𝑋𝑗 |3
.

Фазовый вектор этой системы Z = (𝑋1, . . .

. . . , 𝑋𝑀 , �̇�1, . . . , ˙𝑋𝑀 ) в особой точке устрем-
ляется в бесконечность, хоть и не по всем
компонентам решения, но «по половине из
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них» �̇�1, . . . , ˙𝑋𝑀 , то есть можно все же гово-
рить об особой точке системы.

Квантовое состояние идентифицируется
с сортом особой точки ближайшего к ве-
щественной оси слоя, мимо которой «про-
ходит» в данный момент вещественное ре-
шение этой системы. Состояния отличают-
ся одно от другого по набору амплитуд 𝐴±

𝑘 ,
𝑘 = 1, . . . ,𝐾 6𝑀 (то есть — по решению си-
стемы (8), которое всегда неоднозначно –– ми-
нимум двузначно по сопряженности «±»), за-
дается индексом, определяющим «сорт» осо-
бой точки «±» (сопряженность приписывает-
ся как знак сорта при рассмотрении точек,
находящихся в верхней полуплоскости време-
ни).

Предположение, которое предлагается
проверить посредством изложенной методи-
ки, состоит в том, что моделирование кванто-
вых состояний и переходов (в механической
системе (7), записанной как классическая —
детерминированная) возможно в виде поиска
особых точек на плоскости комплексного вре-
мени. Особенности ближайшего к веществен-
ной оси слоя, отличающиеся вещественными
частями амплитуд, можно интерпретировать
как разные энергетические состояния, а знак
сорта «±» –– как ориентацию спинов частиц.
Этот знак приписывается всему решению си-
стемы (7), то есть –– каждому «коллективно-
му состоянию частиц», и соответствует опре-
деленным ориентациям их спинов. Это и есть
предположение, подлежащее проверке.

Получаемая таким образом последова-
тельность сортов особых точек представляет
собой своеобразный квантовый аналог меха-
нической системы, а процесс такой идентифи-
кации квантовых состояний с сортами можно
назвать «квантование системы с помощью
особых точек на aплоскости комплексного
времени».

Заключение

Разумеется, представленный метод ока-
жется применимым не для всех систем, он
может плохо описывать некоторые конкрет-
ные ситуации, но в отличие от традицион-
ных методов моделирования квантовых со-
стояний, он имеет совсем другой принцип.
Соответственно и совсем другие проблемы
возникают при его реализации. Традицион-
ные методы, основанные на сведении задачи к
поиску собственных чисел и векторов эрмито-
вой матрицы (аппроксимирующей оператор
гамильтониана), наталкиваются на проблему

большой размерности, которая, судя по всему,
имеет фатальный характер.

Метод же поиска особых точек этим «бре-
менем большой размерности не так сильно
отягощен». Хотя с увеличением числа частиц
размерность (7) и увеличивается, но лишь
пропорционально, а не показательно (как раз-
мерность эрмитовой матрицы, получаемой
при аппроксимации уравнения Шредингера,
для которой требуется решать задачу на соб-
ственные значения и векторы).

Наконец, надо отметить, что все мно-
гообразие появляющихся мезоскопических
и нано–размерных систем (пространствен-
но–периодических или кластерных), при по-
пытке их численного моделирования уже при-
водят к таким сложным математическим про-
блемам, что алгоритмы их решения подчас
нереализуемы. В такой ситуации любой аль-
тернативный подход «имеет право» на попыт-
ку его применения.
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