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Abstract. We consider a cylindrical area whose perpendicular cross-section is an acute wedge
with a solution angle less than or equal to a straight one. It is assumed that the area is filled
with a water-saturated medium, it can be anisotropic, prone to spreading and causing a landslide.
These media can have a viscosity, be viscoelastic and with variable flow characteristics, the most
dangerous parameters in cases of pre-landslide formations. In order to cover all possible cases, the
limit option is considered, which consists in replacing the described media with the most fluid
medium – a liquid. The study is carried out under the assumption of possible dynamic effects of a
vibrational nature. Thus, the study was reduced to the study of the Helmholtz equation in the
wedge-shaped region. Dirichlet conditions are set on the border. The block element method is
used for research, allows you to solve the boundary value problem in a closed form.
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Введение

Исследованию уравнения Гельмгольца по-
священо большое количество работ. В первую
очередь это работы в слоистых областях [1],
где эффективно применен метод интеграль-
ных преобразований. В работах [2–4] развит
лучевой метод, давший возможность иссле-
довать при высоких частотах граничные за-
дачи в произвольных областях, в том числе

для уравнения Гельмгольца. В работах [5–9]
развивается метод представления решений
граничных задач теории упругости термолек-
троупругости, поронасыщенных сред Био с
использованием решений уравнения Гельм-
гольца. Достаточно большое число работ по-
священо исследованию этого уравнения для
плоских клиньев методом преобразования
Конторовича–Лебедева [10] и других преоб-
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разований. Метод блочного элемента впер-
вые для решения граничной задачи Нейма-
на для уравнения Гельмгольца рассмотрен
в [11]. В этой работе построено точное ре-
шение рассматриваемой граничной задачи в
виде упакованных блочных элементов при
произвольных граничных условиях в области
типа неограниченного прямоугольного кли-
на. Также произведен анализ акустических
свойств среды в этой области.

В настоящей статье по аналогии с ука-
занной работой исследуется граничная зада-
ча Неймана для уравнения Гельмгольца. Ис-
следован ряд свойств решения этой гранич-
ной задачи, необходимой для решения более
сложных задач. Представления решений гра-
ничных задач в виде упакованных блочных
элементов открывают возможность исследо-
вания и решения граничных задач практи-
чески любой сложности и в любых областях.
Это связано с тем, что произвольную область
всегда можно реально или виртуально пред-
ставить в виде некоторой блочной структу-
ры, блоки которой можно формировать из
условия удобства решения на них заданных
граничных задач [12].

1. Постановка задачи

Введем правую прямоугольную си-
стему координат, направив оси о𝑥1,
𝑜𝑥3 горизонтально, а ось о𝑥2 — вер-
тикально вверх. Рассматривается гра-
ничная задача для трехмерного уравне-
ния Гельмгольца в клиновидной области
Ω = {0 6 𝑥1 6∞, 0 6 𝑥2 6 𝑥1 tg 𝜈, |𝑥3| 6∞}.
На границах области Ω задаются условия
Неймана. Задачи такого рода возникают при
исследовании оползневых явлений, акустиче-
ских свойств неограниченных областей тип
клина, а также при подготовке исходных
данных для исследования более сложных
граничных задач для уравнений Ламе, Навье–
Стокса, Максвелла и других [7–9] в таких
областях. Построение решений в форме упа-
кованных блочных элементов — необходима
часть исследования при изучении блочных
структур. Указанная граничная задача в
ограниченной области, в прямоугольной пи-
рамиде, рассматривалась в [13]. В ней после
введения локальных систем координат ме-
тодом блочного элемента с осуществлением
касательного расслоения границы были по-
строены функциональные и псевдодифферен-
циальные уравнения.

Функциональные уравнения для анизо-
тропного уравнения Гельмгольца
[︀
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О модели предоползневого образования в остроугольной клиновидной области

Участвующие в представлении параметры де-
тально описаны в работе [13] и здесь не повто-
ряются. В указанной статье также строятся
блочные элементы для треугольников граней,
что дает возможность воспользоваться эти-
ми результатами и построить упакованные
блочные элементы в клиновидной области. В
настоящей работе применяется вариант ме-
тода блочного элемента, основанный на при-
вязке локальных систем координат к единой
координатной системе, что, в связи с формой
области Ω, позволяет выполнить исследова-
ние более наглядно. Ниже уравнение (1.1)
упрощается и рассматривается трехмерное
уравнение Гельмгольца

[ 𝜕2𝑥1 + 𝜕2𝑥2 + 𝜕2𝑥3 + 𝑝2 ]𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 0

в области Ω = {0 6 𝑥1 6∞, 0 6 𝑥2 6 𝑥1 tg 𝜈,
|𝑥3| 6∞}.

Здесь параметр 𝑝 может быть комплекс-
ным числом.

Для применения метода блочного элемен-
та к граничной задаче в блочной структуре,
необходимо выполнить три алгоритма: внеш-
ней алгебры, внешнего анализа и построе-
ние фактор-топологии. Ввиду рассмотрения
лишь одного блочного элемента, необходи-
мость в последнем алгоритме отпадает.

2. Метод решения

Применением преобразования Фурье к
дифференциальному уравнению по парамет-
ру 𝑥3 в граничной задаче, получаем диффе-
ренциальное уравнение с параметром вида

(︀
𝜕2𝑥1 + 𝜕2𝑥2 + 𝑘2

)︀
𝑢 (𝑥1, 𝑥2, 𝛼3) = 0,

𝑘2 = 𝑝2 − 𝛼2
3.

Рассмотрим для этого уравнения граничную
задачу Неймана. Граничные условия для дан-
ного уравнения имеют вид

𝜕𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝛼3)

𝜕𝑥2
= 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝛼3),

𝜕𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝛼3)

𝜕n
= 𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝛼3).

Здесь n — внутренняя нормаль к верхней
границе. Произвольные функции 𝑓𝑛 облада-
ют свойствами, достаточными для разреши-
мости соответствующих граничных задач в
пространствах медленно растущих обобщен-
ных функций. Поскольку область Ω содержит

бесконечно удаленные точки, в том случае,
если в граничной задаче появляются волно-
вые функции, ищется решение с применением
принципа излучения.

Введем локальную систему координат, со-
гласованную с границами клина раствора
0 < 𝜈 6 0,5𝜋,

𝑥1 = 𝑥𝜈1 + 𝑥𝜈2 cos 𝜈, 𝑥2 = 𝑥𝜈2 sin 𝜈.

В новых координатах уравнение Гельмгольца
принимает вид

[︂
𝜕2

𝜕𝑥𝜈1
− 2

𝜕

𝜕𝑥𝜈2

𝜕

𝜕𝑥𝜈1
cos 𝜈 +

𝜕2

𝜕𝑥𝜈2
+ 𝑘2

]︂
×

× 𝑢𝜈(𝑥𝜈1 , 𝑥𝜈2 , 𝛼3) = 0.

Граничные условия на нижней и верхней гра-
ницах имеют, соответственно, вид

𝜕

𝜕𝑥𝜈1
𝑢𝜈 (0, 𝑥𝜈2 , 𝛼3)−

− 𝜕

𝜕𝑥𝜈2
𝑢𝜈 (0, 𝑥𝜈2 , 𝛼3) cos 𝜈 =

= 𝑓𝜈2 (0, 𝑥𝜈2 , 𝛼3) ,

𝜕

𝜕𝑥𝜈2
𝑢𝜈 (𝑥𝜈1 ,0, 𝛼3)−

− 𝜕

𝜕𝑥𝜈1
𝑢𝜈 (𝑥𝜈1 ,0, 𝛼3) cos 𝜈 =

= 𝑓𝜈1 (𝑥𝜈1 ,0, 𝛼3) .

(2.1)

Используя один из способов касательного рас-
слоения границы, после применения двумер-
ного преобразования Фурье и введения внеш-
них форм, по аналогии с [11] приходим к
функциональным и псевдодифференциаль-
ным уравнениям, решения которых дают сле-
дующее представление внешней формы гра-
ничной задачи

𝜔(𝛼𝜈1 , 𝛼
𝜈
2 , 𝛼3) =

⟨
1− (𝑖𝛼𝜈2 − 𝑖𝛼𝜈1 cos 𝜈)

(𝑖𝛼𝜈2+ − 𝑖𝛼𝜈1 cos 𝜈)

⟩
×

×
⟨
𝑓𝜈1 (𝛼

𝜈
1 , 𝑏, 𝛼3)−

− 𝑓𝜈1 (𝛼𝜈1+, 𝑏, 𝛼3)
(𝑖𝛼𝜈1 − 𝑖𝛼𝜈2 cos 𝜈)
(𝑖𝛼𝜈1+ − 𝑖𝛼𝜈2 cos 𝜈)

⟩
+
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+

⟨
1− (𝑖𝛼𝜈1 − 𝑖𝛼𝜈2 cos 𝜈)

(𝑖𝛼𝜈1+ − 𝑖𝛼𝜈2 cos 𝜈)

⟩
×

×
⟨
𝑓𝜈2 (𝑐, 𝛼

𝜈
2 , 𝛼3)−

− 𝑓𝜈2 (𝑐, 𝛼𝜈2+, 𝛼3)
(𝑖𝛼𝜈2 − 𝑖𝛼𝜈1 cos 𝜈)
(𝑖𝛼𝜈2+ − 𝑖𝛼𝜈1 cos 𝜈)

⟩
.

Здесь приняты обозначения

𝛼𝛼𝜈1+ = 𝛼𝛼𝜈2 cos 𝜈 + 𝑖
√︁
𝛼𝜈2

2(1− cos2 𝜈)− 𝑘2,

𝛼𝛼𝜈2+ = 𝛼𝜈1 cos 𝜈 + 𝑖
√︁
𝛼𝜈1

2(1− cos2 𝜈)− 𝑘2.

Тогда решение граничной задачи можно пред-
ставить в виде

𝑢𝜈(𝑥𝜈1 , 𝑥
𝜈
2 , 𝑥3) =

=
1

8𝜋3

∫︁∫︁∫︁

𝑅3

𝜔(𝛼𝜈1 , 𝛼
𝜈
2 , 𝛼3)𝑒

−𝑖⟨𝛼x⟩𝑑𝛼𝜈1𝑑𝛼
𝜈
2𝑑𝛼3

(𝛼𝜈1 − 2𝛼𝜈1𝛼
𝜈
2 cos 𝜈 + 𝛼𝜈2 − 𝑘2)

,

⟨𝛼x⟩ = 𝛼𝜈1𝑥
𝜈
1 + 𝛼𝜈2𝑥

𝜈
2 + 𝛼3𝑥3.

Для получения решения в исходной системе
координат необходимо воспользоваться обрат-
ной заменой

𝑥𝜈1 = 𝑥1.− 𝑥2 ctg 𝜈, 𝑥𝜈2 = 𝑥2 sin
−1 𝜈.

Заключение

Решение граничной задачи для уравне-
ния Гельмгольца можно исследовать таким
же путем, как и в случае прямого угла клино-
видной области [11]. Построенное интеграль-
ное представление решения граничной задачи
для уравнения Гельмгольца достаточно про-
сто переносится на решение нестационарных
задач. Достаточно применить к нестационар-
ному уравнению Гельмгольца преобразование
Лапласа по времени с параметром 𝑠. В ре-
зультате получаем аналогичную граничную
задачу с двумя параметрами — 𝛼3 и 𝑠. Все
остальное сохраняется без изменения.
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