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Abstract. The equilibrium of the “heat-protective coating-substrate” system with an interface
crack under the influence of a heat load localized at the upper boundary of the coating is
considered. The coating-substrate system is modeled as a non-uniform band. The crack is modeled
as a mathematical section, the banks of which are heat-insulated and stress-free; this leads to
temperature and displacements jumps. The task is to find temperature jumps and displacements
(opening functions) on the banks of the crack. Knowing the opening functions, you can calculate
the stress-strain state at any point in the band. At the first stage, the problem of stationary
thermal conductivity with a crack is solved. The solution is based on a combination of the Fourier
transform and the targeting method. A hypersingular integral equation is obtained with respect
to the temperature jump function on the separation. At the second stage, the problem of unbound
thermoelasticity is solved. A system of hypersingular integral equations with respect to disclosure
functions is obtained. The solution of integral equations is based on the collocation method,
taking into account the behavior of transfer functions. The case of continuous change of material
characteristics across the boundary of the “coating–substrate” section is considered. It was found
that the value of the temperature jump is proportional to the amplitude of the heat flow; the
temperature jump increases as the coating thickness decreases. In the case of a load that is located
symmetrically relative to the center of separation, the temperature jump function and the opening
function also have symmetry.

Keywords: heat-protective coating, strip, interface crack, functionally graded materials, hyper-
singular integral equations, Fourier transform, targeting method.

Введение

Для защиты металлических элементов
конструкций, работающих в высокотемпера-
турном окружении (до 1300 °C), широко при-
меняются термобарьерные покрытия [1]. Ос-
новное свойство термобарьерных покрытий —
низкий коэффициент теплопроводности, бла-
годаря чему на поверхности металла темпе-
ратура снижается до 100–300 °C. В течение
многих лет теплозащитные покрытия изготов-
ляли из однородных материалов, что часто
приводило к возникновению концентрации
напряжений в области сопряжения покрытия

и подложки, обладающих разными термоме-
ханическими свойствами. Для решения этой
проблемы в настоящее время все чаще приме-
няют покрытия из функционально-градиент-
ных материалов (FGM). Отличительной осо-
бенностью таких покрытий является плавное
изменение термомеханических свойств в об-
ласти сопряжения материалов [2–5]. Функци-
онально-градиентное покрытие обычно пред-
ставляет собой композиционный материал,
полученный путем перемешивания и спека-
ния керамических и металлических составля-
ющих. При этом неоднородность материала
проявляется в зависимости коэффициентов
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дифференциальных операторов термоупруго-
сти от координат.

В случае недостаточной адгезии на гра-
нице покрытия и подложки могут воз-
никнуть трещины-отслоения. Исследова-
нию напряженно-деформированного состоя-
ния (НДС) вблизи интерфейсных трещин-
отслоений посвящено большое количество ра-
бот [6–27]. На начальном этапе исследования
ограничивались определением НДС вблизи
трещины на границе раздела однородных ма-
териалов только при механическом нагру-
жении [6–8]. Но в связи с широким внед-
рением теплозащитных покрытий из FGM
ученые стали исследовать НДС вблизи тре-
щины на границе неоднородных материалов
при тепловом и комбинированном нагруже-
ниях [9–14,17–24]. Однако в проведенных ис-
следованиях термомеханические характери-
стики имели только экспоненциальные зако-
ны изменения в направлении, перпендикуляр-
ном плоскости трещины, а тепловая нагруз-
ка моделировалось распределенной по всей
верхней границе покрытия. Так, в [17] систе-
ма «покрытие–подложка» моделируется сло-
истым полупространством. Подложка полага-
ется однородной, а покрытие неоднородным.
С помощью интегрального преобразования
Фурье задачи теплопроводности и несвязан-
ной термоупругости сводятся к сингулярным
интегральным уравнениям относительно гра-
диентов скачков температуры и перемещений,
которые затем решаются численно. Построе-
ны графики распределения температуры, пе-
ремещений и напряжений вблизи трещины.
В [22] система «покрытие–подложка» моде-
лируется неоднородной полосой, причем и
покрытие, и подложка состоят из FGM с раз-
ными параметрами экспоненциальных зако-
нов неоднородности. Решения получены на
основе методики, изложенной в [17], с поправ-
кой на конечную толщину и неоднородность
подложки. Проведены исследования влияния
толщины покрытия и значений параметра
неоднородности на распределения температу-
ры и перемещений вблизи интерфейсной тре-
щины. Отметим также работы, посвящённые
задачам, касающимся отслоения покрытий,
лежащих на упругом основании [15,16].

В данной работе исследована задача на-
хождения функций раскрытия трещины, ло-
кализованной на границе сопряжения функ-
ционально-градиентного термозащитного по-
крытия с однородной подложкой. Система

«покрытие–подложка» моделируется неодно-
родной полосой, на верхней грани которой
на конечном отрезке действует тепловая на-
грузка. На первом этапе решается задача ста-
ционарной теплопроводности для полосы с
интерфейсной трещиной. Решение основано
на сочетании преобразования Фурье и мето-
да пристрелки. Получено гиперсингулярное
интегральное уравнение относительно функ-
ции скачка температуры на отслоении. На
втором этапе решается задача несвязанной
термоупругости. Сформулирована система
гиперсингулярных интегральных уравнений
относительно функций раскрытия. Гиперсин-
гулярные интегральные уравнения решаются
на основе метода коллокаций. Исследовано
влияние изменения относительной толщины
покрытия и разных типов теплового нагруже-
ния верхней грани полосы на характеристики
функций раскрытия.

1. Постановка задачи термоупругости

Рассмотрим равновесие системы «функци-
онально-градиентное покрытие–подложка»,
моделируемое в виде неоднородной полосы.
Толщины подложки и покрытия равны со-
ответственно ℎ1 и ℎ2, общая толщина систе-
мы — ℎ = ℎ1 + ℎ2. Нижняя граница системы
«покрытие–подложка» 𝑥3 = 0 жестко защем-
лена и поддерживается при нулевой темпера-
туре, а на верхней границе 𝑥3 = ℎ, свободной
от напряжений, на конечном отрезке [𝑎, 𝑏] дей-
ствует тепловой поток 𝑞0(𝑥1). Параметры Ла-
ме 𝜆 и 𝜇, коэффициент теплопроводности 𝑘
и коэффициент температурных напряжений
𝛽 являются кусочно-непрерывными функци-
ями координаты 𝑥3. На границе покрытия
и подложки 𝑥3 = ℎ1 на небольшом отрезке
[−𝑐, 𝑐] имеется трещина, моделируемая ма-
тематическим разрезом. Берега трещины не
взаимодействуют друг с другом, тепловое со-
противление там очень велико и тепловой
поток на берегах равен нулю, что вызыва-
ет скачок температуры на берегах трещины.
Считаем, что напряжения на берегах трещи-
ны обращаются в нуль, что вызывает на них
скачок перемещений. Задача состоит в нахож-
дении скачков температуры и перемещений
(функций раскрытия) на берегах трещины.
Зная функции раскрытия, можно рассчитать
напряженно-деформированное состояние в
любой точке полосы.

Поставленная задача является задачей
стационарной термоупругости для систе-
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Об одном подходе к решению задачи термоупругости для системы. . .

мы «функционально-градиентное покрытие–
подложка» с интерфейсной трещиной, на-
ходящейся в условиях плоской деформации
(𝑢1 = 𝑢1(𝑥1, 𝑥3), 𝑢2 = 0, 𝑢3 = 𝑢3(𝑥1, 𝑥3),
𝑇 = 𝑇 (𝑥1, 𝑥3)). Математическая постановка
задачи имеет вид [22]:

𝜎11,1 + 𝜎13,3 = 0, 𝜎31,1 + 𝜎33,3 = 0, (1.1)

(𝑘𝑇,1),1 + (𝑘𝑇,3),3 = 0, (1.2)

𝜎11 = (𝜆+ 2𝜇)𝑢1,1 + 𝜆𝑢3,3 − 𝛽𝑇, (1.3)

𝜎33 = (𝜆+ 2𝜇)𝑢3,3 + 𝜆𝑢1,1 − 𝛽𝑇, (1.4)

𝜎31 = 𝜇(𝑢3,1 + 𝑢1,3), (1.5)

𝑇 (𝑥1,0) = 𝑢1(𝑥1,0) = 𝑢3(𝑥1,0) = 0, (1.6)

𝑥1 ∈ (−∞,∞),

𝑞(𝑥1, ℎ) = 𝑞0𝑓(𝑥1), 𝑥1 ∈ [𝑎, 𝑏], (1.7)

𝑞(𝑥1, ℎ) = 0, 𝑥1 /∈ [𝑎, 𝑏], (1.8)

𝜎13(𝑥1, ℎ) = 𝜎33(𝑥1, ℎ) = 0, (1.9)

𝑥1 ∈ (−∞,∞).

На границе покрытия и подложки вне обла-
сти отслоения выполняются условия сопря-
жения по перемещениям, напряжениям, тем-
пературе и тепловому потоку:

𝑢−1 (𝑥1, ℎ1) = 𝑢+1 (𝑥1, ℎ1),

𝑢−3 (𝑥1, ℎ1) = 𝑢+3 (𝑥1, ℎ1),

𝜎−33(𝑥1, ℎ1) = 𝜎+33(𝑥1, ℎ1),

𝜎−13(𝑥1, ℎ1) = 𝜎+13(𝑥1, ℎ1),

𝑇−(𝑥1, ℎ1) = 𝑇+(𝑥1, ℎ1),

𝑞−(𝑥1, ℎ1) = 𝑞+(𝑥1, ℎ1),

|𝑥1| > 𝑐.

Здесь к обозначениям температуры, теплово-
го потока, перемещений и напряжений, в обла-
сти подложки и покрытия добавлены сверху
знаки «−» и «+» соответственно.

На отслоении должны выполняться усло-
вия:

𝑞 (𝑥1, ℎ1) = 𝜎13(𝑥1, ℎ1) =

= 𝜎33(𝑥1, ℎ1) = 0, (1.10)

|𝑥1| 6 𝑐.

Обезразмерим задачу (1.1)–(1.10), введя без-
размерные параметры и функции следующим
образом:

𝜉 =
𝑥1
ℎ
, 𝜂 =

𝑥3
ℎ
, 𝑈𝑖 =

𝑢𝑖
ℎ
, Ω𝑖𝑗 =

𝜎𝑖𝑗
𝜇0
,

𝑖, 𝑗 = 1, 3,

𝑊 =
𝑘0𝑇

𝑞0ℎ
, 𝑄 =

𝑞

𝑞0
,

𝑘(𝜂) =
𝑘(𝑥3)

𝑘0
, �̄�(𝜂) =

𝜆(𝑥3)

𝜇0
,

�̄�(𝜂) =
𝜇(𝑥3)

𝜇0
, 𝛽(𝜂) =

𝛽(𝑥3)

𝛽0
,

𝛿0 =
𝑞0ℎ𝛾0
𝑘0𝜇0

, ℎ̄1 =
ℎ1
ℎ
, ℎ̄2 =

ℎ2
ℎ
,

�̄� =
𝑎

ℎ
, �̄� =

𝑏

ℎ
, 𝑐 =

𝑐

ℎ
,

𝑘0 = max
𝑥3∈[0,ℎ]

𝑘(𝑥3), 𝜇0 = max
𝑥3∈[0,ℎ]

𝜇(𝑥3),

𝛽0 = max
𝑥3∈[0,ℎ]

𝛽(𝑥3).

После обезразмеривания задача (1.1)–
(1.10) примет вид:

Ω11,1 +Ω13,3 = 0, Ω31,1 +Ω33,3 = 0, (1.11)

(𝑘𝑊,1),1 + (𝑘𝑊,3),3 = 0, (1.12)

Ω11 = (�̄�+ 2�̄�)𝑈1,1 + �̄�𝑈3,3 − 𝛿0𝛽𝑊, (1.13)

Ω33 = (�̄�+ 2�̄�)𝑈3,3 + �̄�𝑈1,1 − 𝛿0𝛽𝑊, (1.14)

Ω31 = �̄�(𝑈3,1 + 𝑈1,3), (1.15)

𝑊 (𝜉,0) = 𝑈1(𝜉,0) = 𝑈3(𝜉,0) = 0, (1.16)

𝜉 ∈ (−∞,∞),

𝑄(𝜉,1) = 𝑓(𝜉), 𝜉 ∈ [�̄�, �̄�], (1.17)

𝑄(𝜉,1) = 0, 𝜉 /∈ [�̄�, �̄�] (1.18)

Ω13(𝜉,1) = Ω33(𝜉,1) = 0, (1.19)

𝜉 ∈ (−∞,∞).

Условия непрерывности перемещений, напря-
жений, температуры и теплового потока вне
области отслоения в безразмерном виде:

𝑈−
1 (𝜉, ℎ̄1) = 𝑈+

1 (𝜉, ℎ̄1),

𝑈−
3 (𝜉, ℎ̄1) = 𝑈+

3 (𝜉, ℎ̄1),

Ω−
33(𝜉, ℎ̄1) = Ω+

33(𝜉, ℎ̄1),
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Ω−
13(𝜉, ℎ̄1) = Ω+

13(𝜉, ℎ̄1),

𝑊−(𝜉, ℎ̄1) =𝑊+(𝜉, ℎ̄1),

𝑄−(𝜉, ℎ̄1) = 𝑄+(𝜉, ℎ̄1),

|𝜉| > 𝑐.

Условия на отслоении в безразмерном ви-
де:

𝑄
(︀
𝜉, ℎ̄1

)︀
= Ω13(𝜉, ℎ̄1) =

= Ω33(𝜉, ℎ̄1) = 0, (1.20)

|𝜉| 6 𝑐.

Для решения задачи несвязанной термоупру-
гости (1.11)–(1.20) необходимо сначала найти
распределение температуры.

2. Решение задачи теплопроводности
Уравнение теплопроводности в безразмер-

ном виде для полосы имеет вид (1.12). Сфор-
мулируем граничные условия для краевых
задач в областях I (𝜂 ∈ [0, ℎ̄1]) и II (𝜂 ∈ [ℎ̄1,1]).
Область I:

𝑊−(𝜉,0) = 0, 𝑄−(𝜉, ℎ̄1) = 𝑄*. (2.1)

Область II:

𝑄+(𝜉, ℎ̄1) = 𝑄*, 𝑄+(𝜉,1) = 𝑓(𝜉), (2.2)

где 𝑄* — тепловой поток на границе разде-
ла покрытия и подложки. Отметим, что в
области отслоения (|𝜉| 6 𝑐) 𝑄* = 0.

Применив к обезразмеренным задачам
(1.12), (2.1) и (1.12), (2.2) преобразование Фу-
рье по координате 𝜉, получим каноническую
систему обыкновенных дифференциальных
уравнений 1-го порядка относительно транс-
формант температуры и теплового потока

𝑋 ′
1 = −

1

𝑘
𝑋2(𝛼, 𝜂),

𝑋 ′
2 = 𝛼2𝑘𝑋1(𝛼, 𝜂),

(2.3)

где введены следующие обозначения: 𝛼 —
параметр преобразования Фурье, 𝑋1 = �̃� ,
𝑋2 = �̃�.

Граничные условия (2.1), (2.2) в транс-
формантах Фурье будут иметь вид

𝑋−
1 (𝛼,0) = 0, 𝑋−

2 (𝛼, ℎ̄1) = �̃�*. (2.4)

𝑋+
2 (𝛼,1) = 𝑓(𝛼), 𝑋+

2 (𝛼, ℎ̄1) = �̃�*. (2.5)

Задачи (2.3), (2.4) и (2.3), (2.5) решим с по-
мощью метода пристрелки.

Для области I сформулируем вспомога-
тельную задачу Коши с начальными усло-
виями 𝑋𝐼

1 (𝛼,0) = 0, 𝑋𝐼
2 (𝛼,0) = 1. Реше-

ние задачи в области I представим как
𝑋−(𝛼, 𝜂) = 𝑠1𝑋

𝐼(𝛼, 𝜂). Неизвестный коэффи-
циент 𝑠1 найдем из условия (2.4)

𝑠1 =
�̃�*

𝑋𝐼
2 (𝛼, ℎ̄1)

.

Для области II сформулируем две вспомо-
гательные задачи Коши с начальными усло-
виями: 1) 𝑋𝐼𝐼

1 (𝛼,1) = 0, 𝑋𝐼𝐼
2 (𝛼,1) = 1 и

2) 𝑋𝐼𝐼𝐼
1 (𝛼,1) = 1, 𝑋𝐼𝐼𝐼

2 (𝛼,1) = 0. Решение
задачи в области II будем искать в виде:
𝑋+(𝛼, 𝜂) = 𝑓(𝛼)𝑋𝐼𝐼(𝛼, 𝜂) + 𝑠2𝑋

𝐼𝐼𝐼(𝛼, 𝜂). Удо-
влетворив начальным условиям (2.5), найдём
коэффициент

𝑠2 =
�̃�* − 𝑓(𝛼)𝑋𝐼𝐼

2 (𝛼, ℎ̄1)

𝑋𝐼𝐼𝐼
2 (𝛼, ℎ̄1)

.

Введём в рассмотрение функцию 𝛾, ха-
рактеризующую скачок температуры в обла-
сти отслоения и определяемую выражением
𝛾(𝜉) =𝑊+(𝜉, ℎ̄1)−𝑊−(𝜉, ℎ̄1). Выразив транс-
форманту теплового потока на берегах отсло-
ения через трансформанты функции скачка
температуры 𝛾(𝛼)и нагрузки 𝑓(𝛼), получим

�̃�* = 𝐾0(𝛼)𝑓(𝛼) +𝐾1(𝛼)𝛾(𝛼), (2.6)

где

𝐾0(𝛼) = 𝑋𝐼
2

𝑋𝐼𝐼
2 𝑋𝐼𝐼𝐼

1 −𝑋𝐼𝐼
1 𝑋𝐼𝐼𝐼

2

𝑋𝐼
2𝑋

𝐼𝐼𝐼
1 −𝑋𝐼

1𝑋
𝐼𝐼𝐼
2

,

𝐾1(𝛼) =
𝑋𝐼𝐼𝐼

2 𝑋𝐼
2

𝑋𝐼𝐼𝐼
1 𝑋𝐼

2 −𝑋𝐼
1𝑋

𝐼𝐼𝐼
2

— передаточные функции.
Далее найдём обратное преобразование

Фурье в (2.6) и потребуем равенства нулю теп-
лового потока на берегах отслоения. Учиты-
вая представление для трансформант функ-
ции скачка температуры и меняя порядок
интегрирования в двойном интеграле, полу-
чим гиперсингулярное интегральное уравне-
ние с разностным ядром относительно функ-
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ции скачка температуры 𝛾(𝜉)

𝑐∫︁

−𝑐

𝑅1(𝜍 − 𝜉)𝛾(𝜍)𝑑𝜍 =

= − 1

2𝜋

∞∫︁

−∞

𝑅0(𝛼)𝑓(𝛼)𝑒
−𝑖𝛼𝜉𝑑𝛼, (2.7)

где ядра 𝑅𝑗 определяются формулами

𝑅𝑗 =
1

2𝜋

∞∫︁

−∞

𝐾𝑗(𝛼)𝑒
𝑖𝛼𝜏𝑑𝛼, 𝜏 = 𝜍 − 𝜉.

3. Решение задачи термоупругости
После нахождения трансформанты темпе-

ратуры в покрытии и подложке и распределе-
ния скачка температуры на берегах трещины
решается задача термоупругости.

Уравнения равновесия и определяющие
соотношения для полосы в безразмерном виде
имеют вид (1.11), (1.13)–(1.15).

По аналогии с задачей теплопроводности
сформулируем граничные условия для крае-
вых задач в областях I и II:

𝑈−
1 (𝜉,0) = 𝑈−

3 (𝜉,0) = 0,

Ω−
13(𝜉, ℎ̄1) = Ω*

13, Ω−
33(𝜉, ℎ̄1) = Ω*

33. (3.1)

Ω+
13(𝜉, ℎ̄1) = Ω*

13, Ω+
33(𝜉, ℎ̄1) = Ω*

33,

Ω+
13(𝜉,1) = 0, Ω+

33(𝜉,1) = 0. (3.2)

Здесь Ω*
13, Ω*

33 — напряжения на границе раз-
дела покрытия и подложки. Отметим, что в
области отслоения (|𝜉| 6 𝑐) Ω*

33 = Ω*
13 = 0.

Применив к обезразмеренным уравнениям
(1.11), (1.13)–(1.15) преобразование Фурье по
координате 𝜉, после некоторых преобразова-
ний получим каноническую систему четырех
дифференциальных уравнений 1-го порядка
относительно трансформант перемещений и
напряжений

𝑌 ′
1 =

1

�̄�
𝑌3 − 𝛼𝑌2, (3.3)

𝑌 ′
2 =

1

�̄�+ 2�̄�

(︁
𝑌4 + 𝛼�̄�𝑌1 + 𝛿0𝛽�̃�

)︁
, (3.4)

𝑌 ′
3 =

1

�̄�+ 2�̄�

(︁
4�̄�𝛼2𝑌1 − 𝛼�̄�𝑌4 + 2𝛼𝛿0𝛽�̃�

)︁
,

(3.5)

𝑌 ′
4 = 𝛼𝑌3. (3.6)

Здесь введены следующие обозначения:

𝑌1 = 𝑖�̃�1, 𝑌2 = �̃�3, 𝑌3 = 𝑖Ω̃13, 𝑌4 = Ω̃33.

Граничные условия (3.1), (3.2) в транс-
формантах Фурье будут иметь вид

𝑌 −
1 (𝛼,0) = 0, 𝑌 −

2 (𝛼,0) = 0,

𝑌 −
3 (𝛼, ℎ̄1) = 𝑖Ω̃*

13, 𝑌 −
4 (𝛼, ℎ̄1) = Ω̃*

33. (3.7)

𝑌 +
3 (𝛼, ℎ̄1) = 𝑖Ω̃*

13, 𝑌 +
4 (𝛼, ℎ̄1) = Ω̃*

33,

𝑌 +
4 (𝛼,1) = 0, 𝑌 +

4 (𝛼,1) = 0. (3.8)

Как и в случае задачи теплопроводности, кра-
евые задачи в областях I и II для системы
дифференциальных уравнений (3.3)–(3.6) ре-
шим с помощью метода пристрелки.

Для области I сформулируем две вспо-
могательные однородные задачи Коши (3.3)-
(3.6) со следующими начальными условиями:
1) 𝑌 𝐼

1 (𝛼, 0) = 0, 𝑌 𝐼
2 (𝛼,0) = 0, 𝑌 𝐼

3 (𝛼,0) = 1,
𝑌 𝐼
4 (𝛼, 0) = 0; 2) 𝑌 𝐼𝐼

1 (𝛼, 0) = 0, 𝑌 𝐼𝐼
2 (𝛼, 0) = 0,

𝑌 𝐼𝐼
3 (𝛼, 0) = 0, 𝑌 𝐼𝐼

4 (𝛼, 0) = 1.
Решение в области I представим в ви-

де суммы частного решения 𝑌 0(𝛼, 𝜂) неодно-
родной задачи Коши (3.3)–(3.6) с нулевыми
начальными условиями на нижней границе
𝑌 0(𝛼,0) = (0, 0, 0, 0) и линейной комбинации
решений 𝑌 𝐼(𝛼, 𝜂) и 𝑌 𝐼𝐼(𝛼, 𝜂) однородной за-
дачи Коши

𝑌 − = 𝑌 0 + 𝑝1𝑌
𝐼 + 𝑝2𝑌

𝐼𝐼 . (3.9)

Коэффициенты 𝑝1, 𝑝2 находят из условий
(3.7).

Аналогичным образом сформулируем две
вспомогательные однородные задачи Коши
для области II: 1) 𝑌 𝐼𝐼𝐼

1 (𝛼, 1) = 1, 𝑌 𝐼𝐼𝐼
2 (𝛼, 1) =

= 0, 𝑌 𝐼𝐼𝐼
3 (𝛼, 0) = 0, 𝑌 𝐼𝐼𝐼

4 (𝛼, 0) = 0;
2) 𝑌 𝐼𝑉

1 (𝛼, 1) = 0, 𝑌 𝐼𝑉
2 (𝛼, 1) = 1, 𝑌 𝐼𝑉

3 (𝛼, 0) = 0,
𝑌 𝐼𝑉
4 (𝛼, 0) = 0. Решение задачи в области II

будем искать в виде

𝑌 + = 𝑌 0 + 𝑝3𝑌
𝐼𝐼𝐼 + 𝑝4𝑌

𝐼𝑉 . (3.10)

Удовлетворив условиям (3.8), найдём пара-
метры 𝑝3, 𝑝4.

Введём в рассмотрение функции раскры-
тия 𝜒1 и 𝜒3, характеризующие скачок пере-
мещений в области отслоения и определяе-
мые выражениями 𝜒𝑗 = 𝑈+

𝑗 (𝜉, ℎ̄1)−𝑈−
𝑗 (𝜉, ℎ̄1),
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𝑗 = 1, 3. Выразив трансформанты напряже-
ний на берегах отслоения через трансформан-
ты скачков перемещений и компонент частно-
го решения неоднородной задачи Коши, по-
лучим

Ω̃*
13 =𝑀10𝑌

0
3 (𝛼, ℎ̄1)+𝑀11�̃�1+𝑀13�̃�3, (3.11)

Ω̃*
33 =𝑀30𝑌

0
4 (𝛼, ℎ̄1)+𝑀31�̃�1+𝑀33�̃�3. (3.12)

Найдём обратное преобразование Фурье для
напряжений Ω̃*

13, Ω̃*
33 и потребуем равенства

их нулю на берегах отслоения. Учитывая
представление для трансформант функций
раскрытия и меняя порядок интегрирования,
получим следующую систему гиперсингуляр-
ных интегральных уравнений с разностными
ядрами относительно скачков перемещений
𝜒1 и 𝜒3:

𝑐∫︁

−𝑐

𝑚11(𝜍−𝜉)𝜒1(𝜍)𝑑𝜍+

𝑐∫︁

−𝑐

𝑚13(𝜍−𝜉)𝜒3(𝜍)𝑑𝜍 =

− 1

2𝜋

∞∫︁

−∞

𝑚10(𝛼)𝑌
0
3 (𝛼, ℎ̄1)𝑒

−𝑖𝛼𝜉𝑑𝛼, (3.13)

𝑐∫︁

−𝑐

𝑚31(𝜍−𝜉)𝜒1(𝜍)𝑑𝜍+

𝑐∫︁

−𝑐

𝑚33(𝜍−𝜉)𝜒3(𝜍)𝑑𝜍 =

− 1

2𝜋

∞∫︁

−∞

𝑚30(𝛼)𝑌
0
4 (𝛼, ℎ̄1)𝑒

−𝑖𝛼𝜉𝑑𝛼, (3.14)

где ядра 𝑚𝑟𝑗определяются по формулам

𝑚𝑟𝑗(𝑡) =
1

2𝜋

∞∫︁

−∞

𝑀𝑟𝑗(𝛼)𝑒
𝑖𝛼𝜏𝑑𝛼.

4. Результаты вычислительных
экспериментов

В этом параграфе представлены результа-
ты вычислительных экспериментов по нахож-
дению распределения функций раскрытия на
берегах трещины. Система «функционально-
градиентное покрытие – подложка» находит-
ся под действием локализованной на отрезке
[�̄�, �̄�] тепловой нагрузки, определяемой фор-
мулой,

𝑓(𝜉) = 𝐴

(︃
1

4

(︀
�̄�− �̄�

)︀2 −
(︂
𝜉 +

�̄�+ �̄�

2

)︂2
)︃
.

(4.1)

Здесь 𝐴 — амплитуда теплового потока.
Рассмотрим случай непрерывного измене-

ния материальных характеристик через гра-
ницу раздела «покрытие–подложка». Обозна-
чим через 𝑃𝑀 , 𝑃𝑐 — материальные свойства
металлической и керамической составляющих
композиционного материала покрытия соот-
ветственно. Тогда согласно [5] для нахожде-
ния термомеханических характеристик систе-
мы «покрытие–подложка», например, коэф-
фициента теплопроводности, в безразмерном
виде будем иметь выражение

𝑘(𝜂) =

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1, при 𝜂 ∈
[︀
0, ℎ̄1

]︀
;

1 +

(︂
𝑃𝑐
𝑃𝑀
− 1

)︂(︂
𝜂

ℎ̄2
− ℎ̄1
ℎ̄2

)︂
,

при 𝜂 ∈
[︀
ℎ̄1,1

]︀
.

(4.2)

В расчетах полагаем, что металлическая под-
ложка изготовлена из 𝑁𝑖, а функционально-
градиентное покрытие получено на основе
композиции 𝑁𝑖/𝑇 𝑖𝐶. Пусть ℎ̄1 = 0,9, ℎ̄2 = 0,1.
В этом случае формула (4.2) имеет вид

𝑘(𝜂) =

⎧
⎨
⎩

1, при 𝜂 ∈ [0, 0,9] ;

1− 0,72 (10𝜂 − 9) ,

при 𝜂 ∈ [0,9, 1] .

(4.3)

На первом этапе рассмотрим построение
функции скачка температуры 𝛾(𝜉) для за-
кона неоднородности (4.3) путем численного
решения уравнения (2.7). Способ решения
уравнения (2.7) во многом зависит от харак-
тера поведения передаточных функций при
|𝛼| → ∞. На рис. 1 показаны графики пере-
даточных функций 𝐾0(𝛼) (рис. 1а) и 𝐾1(𝛼)
(рис. 1б).

Из анализа рис. 1 следует, что функ-
ция 𝐾0(𝛼) ограничена на бесконечности, а
функция 𝐾1(𝛼) является неограниченной
(𝐾1 ∼ 𝐶1|𝛼|) .

Интегральное уравнение (2.7) решаем чис-
ленно с помощью метода коллокаций, ана-
логично схеме, описанной в [27]. Для этого
разобъём отрезок интегрирования [−𝑐, 𝑐] на
𝑁отрезков Δ𝑛 = [𝜔𝑛, 𝜔𝑛+1], считая на каж-
дом Δ𝑛 функцию 𝛾(𝜉) постоянной величи-
ной. Потребуем выполнения уравнения (2.7)
в точках 𝜉𝑛, причём, 𝜉𝑛 = (𝜔𝑛 + 𝜔𝑛+1)/2.
Получим систему 𝑁линейных алгебраиче-
ских уравнений относительно постоянных 𝛾𝑚,
𝑚 = 1, . . . , 𝑁 :

𝑁∑︁

𝑚=1

𝛾𝑚𝑑𝑚𝑛 = 𝑏𝑛, 𝑛 = 1, . . . , 𝑁. (4.4)
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а) б)

Рис. 1. Графики передаточных функций: 𝐾0(𝛼) (а), 𝐾1(𝛼) (б)

Здесь коэффициенты 𝑑𝑚𝑛 и 𝑏𝑛 определяются
выражениями

𝑑𝑚𝑛 =
1

2𝜋

∞∫︁

−∞

𝐾1(𝛼)

𝑖𝛼
Z(𝛼, 𝜔𝑚, 𝜔𝑚+1, 𝜉𝑛)𝑑𝛼,

𝑏𝑛 = − 1

2𝜋

∞∫︁

−∞

𝐾0(𝛼)𝑄0(𝛼)𝑒
−𝑖𝛼𝜉𝑛𝑑𝛼,

где

𝑍(𝛼, 𝜔𝑚, 𝜔𝑚+1, 𝜉𝑛) = 𝑒𝑖𝛼(𝜔𝑚+1−𝜉𝑛)−𝑒𝑖𝛼(𝜔𝑚−𝜉𝑛).

Т.к. передаточная функция 𝐾1(𝛼) не огра-
ничена на бесконечности, то интегралы 𝑑𝑚𝑛,
вообще говоря, расходятся. Для решения этой
проблемы в интегралах 𝑑𝑚𝑛 выделим расту-
щую часть 𝐶1|𝛼| и вычислим отдельно. Вве-
дём функцию 𝐾*

1 (𝛼) = 𝐾1(𝛼)−𝐶1|𝛼|, ограни-
ченную на бесконечности, и представим ко-
эффициенты 𝑑𝑚𝑛в виде 𝑑𝑚𝑛 = 𝐶1𝐽𝑚𝑛 + 𝑑*𝑚𝑛.
Далее вычисляем интегралы от ограничен-
ных функций

𝑑*𝑚𝑛 =
1

2𝜋

∞∫︁

−∞

𝐾*
1 (𝛼)

𝑖𝛼
Z(𝛼, 𝜔𝑚, 𝜔𝑚+1, 𝜉𝑛)𝑑𝛼,

где

𝐽𝑚𝑛 =

∞∫︁

−∞

sgn𝛼Z(𝛼, 𝜔𝑚, 𝜔𝑚+1, 𝜉𝑛)𝑑𝛼.

путём прямого численного интегрирования с
помощью квадратурных формул Гаусса для
8 узлов. Решение интегрального уравнения
(2.7) позволяет найти узловые значения функ-
ции скачка температуры на отслоении.

Проведено исследование точности полу-
ченного решения на основе выполнения усло-
вия 𝛾(±𝑐) = 0 в зависимости от выбора 𝑁 в
методе коллокаций. Примем 𝐴 = 0,5, �̄� = −2,
�̄� = 2, 𝑐 = 1. При 𝑁 = 60 наблюдается практи-
чески полное выполнение условия 𝛾(±𝑐) = 0,
однако при этом требуются большие затраты
машинного времени. Вне окрестностей точек
𝜉 = ±𝑐 значение функции 𝛾(𝜉), вычисленные
при 𝑁 = 30 и 𝑁 = 60 соответственно, отли-
чаются не более, чем на 1 %, что позволило
при расчетах ограничиться 𝑁 = 30.

Расчеты показали, что в случае нагрузки,
расположенной симметрично относительно
центра отслоения, функция скачка темпера-
тура тоже является симметричной. Макси-
мальное изменение температуры достигается
в середине трещины. По мере приближения
к вершинам трещины прирост температуры
уменьшается, обращаясь в нуль на концах.

Исследовано влияние на величину скачка
температуры амплитуды теплового потока 𝐴,
относительной толщины покрытия ℎ̄2, лока-
лизации нагрузки на отрезке [�̄�, �̄�]. Скачок
температуры увеличивается при уменьшении
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а) б)

Рис. 2. Распределение функции 𝛾(𝜉): а) симметричная нагрузка; б) несимметричная нагрузка

толщины покрытия и увеличении амплитуды
тепловой нагрузки. Вид функции 𝛾(𝜉) зави-
сят от области приложения внешней нагрузки.
На рис. 2 представлен график распределения
функции 𝛾(𝜉) как при симметричноем отно-
сительно отслоения нагружении на отрезке
[−2, 2] (рис. 2а), так и при несимметричном
нагружении на отрезке [−4,−2] (рис. 2б).

Из анализа рис. 2 следует, что по мере уда-
ления источника тепла от трещины величина
скачка температуры значительно уменьшает-
ся.

На втором этапе рассмотрим построение
функций 𝜒1 и 𝜒3 путем численного решения
системы уравнений (3.13), (3.14) при 𝛿0 = 0,05.
Исследовано поведение передаточных функ-
ций при |𝛼| → ∞. Выяснено, что передаточ-
ные функции 𝑀10, 𝑀30 убывают на бесконеч-
ности, а остальные передаточные функции,
входящие в уравнения (3.13), (3.14), являются
неограниченными.

Систему интегральных уравнений (3.13),
(3.14) решаем численно с помощью метода
коллокаций на основе подхода, изложенного
в [27], с учетом особенностей поведения пере-
даточных функций. Решение системы инте-
гральных уравнений (3.13), (3.14) позволяет
найти узловые значения функций раскрытия,
которые должны удовлетворять условиям:
𝜒1(±𝑐) = 0, 𝜒3(±𝑐) = 0. Проверка точности
решения позволила в расчетах ограничиться
𝑁 = 30.

На рис. 3 представлены графики распре-
деления функций раскрытия: 𝜒1(𝜉) (рис. 3а)
и 𝜒3(𝜉) (рис. 3б) вдоль берегов трещины при
симметричной нагрузке, локализованной на
отрезке [−2, 2].

Из анализа рис. 3 следует, что в случае
нагрузки, расположенной симметрично отно-
сительно центра отслоения, функция раскры-
тия тоже обладают симметрией. Максималь-
ное изменение перемещения 𝑢3 достигается
в середине трещины. По мере приближения
к вершинам трещины прирост перемещения
уменьшается, обращаясь в нуль на концах.

Заключение

Рассмотрена задача нахождения скач-
ка температуры и функций раскрытия тре-
щины, находящейся на границе раздела
функционально-градиентного покрытия с од-
нородной подложкой. Система «покрытие-
подложка» моделируется неоднородной по-
лосой, на верхней грани которой на конечном
отрезке локализована тепловая нагрузка. По-
лучено гиперсингулярное интегральное урав-
нение относительно функции скачка темпера-
туры на отслоении. Выяснено, что величина
температурного скачка пропорциональна ам-
плитуде теплового потока. Скачок температу-
ры увеличивается при уменьшении толщины
покрытия. Сформулирована система гипер-
сингулярных интегральных уравнений отно-
сительно функций раскрытия. Построенные
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а) б)

Рис. 3. Распределение функций раскрытия: 𝜒1(𝜉) (а) и 𝜒3(𝜉) (б) при симметричной нагрузке

функции скачка температуры и функции рас-
крытия могут быть использованы для нахож-
дения температуры и перемещений верхней
границы покрытия и дальнейшего исследова-
ния задач о диагностике отслоений.
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