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О ДВУСТОРОННИХ ВАРИАЦИОННЫХ ОЦЕНКАХ ПРИСОЕДИНЕННЫХ
МАСС И МОМЕНТОВ ИНЕРЦИИ1

В.И. Юдович2

TWO-SIDED VARIATIONAL ESTIMATES OF VIRTUAL MASSES AND MOMENTS OF
INERTIA

Yudovich V. I.

We present upper and lower estimates for the Dirichlet integral of the solution of the mixed Dirichlet-
Neumann boundary value problem. These two-sided estimates make it possible to construct efficient
methods for calculating virtual masses and moments of inertia in the hydrodynamic impact problem.

Введение

В работе даны оценки сверху и сни-
зу (обобщенного) интеграла Дирихле для
решения смешанной задачи Дирихле–
Неймана для уравнения эллиптического ти-
па div 1

ρ grad ϕ = 0, возникающего в теории
удара твердого тела о неоднородную несжи-
маемую жидкость [1,2]. В частности, эти дву-
сторонние оценки представляют собой основу
весьма эффективных численных методов вы-
числения присоединенных масс и моментов
инерции. Жидкость предполагается идеаль-
ной, однако это не является ограничением,
поскольку в задаче удара вязкость не влия-
ет на ведущее асимптотическое приближение
скорости течения [3]. Область течения здесь
предполагается ограниченной, но результаты
непринужденно распространяются и на мно-
гие задачи для неограниченных областей.

В п. 1 дана постановка задачи и выведены
две оценки интеграла Дирихле снизу. В п. 2
показано, что обе эти оценки являются част-
ными случаями общих оценок энергетической
нормы решения уравнения Au = f в гильбер-
товом пространствеH в случае положительно
определенного оператора A. Здесь дано также

расширение этих оценок, связанное с приме-
нением высших приближений метода Ритца–
Галеркина. В п. 3 при помощи обобщенного
принципа Томсона выведена оценка интегра-
ла Дирихле сверху. В п. 4 рассмотрен случай,
когда пробные функции в предыдущих оцен-
ках удовлетворяют основному уравнению за-
дачи — являются ρ–гармоническими. В п. 5
выведены уравнения движения инерционно-
анизотропной жидкости, к которой также
применима предыдущая теория.

Метод двусторонних оценок был приме-
нен в работах Полиа и Сеге [4] для реше-
ния различных изопериметрических задач о
таких величинах как электрическая емкость,
крутильная жесткость стержня, присоединен-
ная масса и т. д. Вместе с тем, на основе
двусторонних вариационных оценок строят-
ся мощные вычислительные методы. Нужно
лишь подбирать надлежащие пробные функ-
ции и векторные поля. Изложенные здесь ва-
риационные оценки точны в том смысле, что
превращаются в равенства лишь в том слу-
чае, когда пробная функция совпадает с точ-
ным решением. Поэтому их можно приме-
нять, решая смешанную краевую задачу тем
или иным приближенным методом. При этом
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хорошая точность вычисления интеграла Ди-
рихле достигается при довольно малом числе
координатных функций в методе Ритца, ко-
гда само решение, возможно, аппроксимиру-
ется еще неудовлетворительно. Существенно,
что знание присоединенных масс необходимо
не только в задачах удара, но также и при ис-
следовании высокочастотных вибраций твер-
дых тел в жидкости [1, 2, 4–7].

Достоинством метода двусторонних оце-
нок является и то, что нет необходимости в
дополнительных обоснованиях и оценках по-
грешности. Метод хорошо работает также при
выводе различных асимптотик по малым или
большим геометрическим параметрам зада-
чи. Даже в докомпьютерные времена удава-
лось вычислять этим методом присоединен-
ные массы в задаче удара пластины о гори-
зонтальную свободную границу жидкости в
цилиндре или параллелепипеде. Такие рас-
четы были проведены в дипломной работе
Ю.П. Подладчикова (1958 г.), выполненной
под руководством автора. К сожалению, ре-
зультаты не были опубликованы.

В настоящее время вычисление присоеди-
ненных масс и моментов инерции при помо-
щи метода двусторонних оценок проводит-
ся С.М. Зеньковской, В.А. Новосядлым и
И.В. Островской. Результаты этих исследова-
ний будут представлены в других публикаци-
ях.

1. Постановка задачи. Оценка
интеграла Дирихле снизу

Рассмотрим смешанную краевую зада-
чу Дирихле–Неймана, возникающую в тео-
рии гидродинамического удара твердого тела,
граница которого или ее часть соприкасается
с несжимаемой жидкостью

∆ρϕ = 0, (1.1)

ϕ
∣∣
Sf

= 0, (1.2)

∂ϕ

∂n

∣∣∣∣
Sb

= 0, (1.3)

∂ϕ

∂n

∣∣∣∣
Sr

= −ρVn. (1.4)

Неизвестная функция ϕ — потенциал течения
жидкости, создаваемого ударом и имеющего
поле скорости v = − grad ϕ. Функция ϕ имеет
смысл импульсного давления, она определена

в области D ⊂ R3, занятой жидкостью. По-
ка будем считать, что область D ограничен-
на. Обобщенный лапласиан ∆ρ определяется
равенством

∆ρ( ) = div
1

ρ
grad ( ).

Здесь ρ(x), x ∈ D, — плотность жидкости.
Предполагается, что ρ — гладкая, всюду по-
ложительная функция: существует константа
ρ0 > 0 такая, что ρ(x) > ρ0 для всех x ∈ D.
Через Sf , Sb, Sr обозначены соответственно
свободная граница и смоченная часть грани-
цы твердого тела. Свободная граница Sf мо-
жет и отсутствовать. Тогда получается задача
Неймана, в этом случае предполагается, что
выполнено необходимое условие ее разреши-
мости — поток поля V через границу Sr равен
нулю. Vn — компонента скорости точки твер-
дого тела вдоль внешней нормали к Sr. Ско-
рость V точки x твердого тела определяется
равенством

V = U + ω × x,

гдеU — поступательная скорость, а ω — угло-
вая скорость. Впрочем, конкретный вид пра-
вой части в уравнении (1.4) в изложенной
дальше общей теории значения не имеет.

Перейдем к оценке (обобщенного) инте-
грала Дирихле

Dρ(ϕ) =

∫
D

1

ρ
(∇ϕ)2dx (1.5)

сверху и снизу. Как известно [1], кинетическая
энергия жидкости, а также присоединенные
массы и моменты инерции выражаются ин-
тегралом Дирихле (1.5) при надлежащем вы-
боре поля V. Заметим также, что в задаче
удара при наличии свободной границы присо-
единенные массы и моменты инерции имеют
адекватный смысл лишь в случае, когда всю-
ду ϕ(x) > 0. Это условие отпадает, если вся
граница области течения D твердая.

Первая оценка интеграла Дирихле
снизу. Имеется два вариационных принципа
для задачи (1.1)–(1.4), приводящих к нижней
оценке интеграла Дирихле. Оказывается, что
один из них (второй в нашем изложении) все-
гда дает лучшую оценку.
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Дальше систематически используются
две формулы Грина для оператора ∆ρ∫

D

∆ρϕθ dx =

= −
∫
D

1

ρ

∂ϕ

∂xi

∂θ

∂xi
dx+

∫
∂D

1

ρ

∂ϕ

∂n
θ dS, (1.6)

∫
D

(θ∆ρϕ− ϕ∆ρθ) dx =

=

∫
∂D

(
θ

1

ρ

∂ϕ

∂n
− ϕ∂θ

∂n

)
dS.

Обе формулы применимы при известных
условиях регулярности функций ϕ и θ, а так-
же границы ∂D.

Рассмотрим функционал

I(ϕ) =
1

2

∫
D

1

ρ
(∇ϕ)2dx+

∫
Sr

ϕVn ds, (1.7)

определенный на функциях ϕ из W
(1)
2 (D),

удовлетворяющих условию на свободной гра-
нице Sf . Такие функции образуют гильберто-
во пространство H со скалярным произведе-
нием

(ϕ, θ)H =

∫
D

1

ρ
∇ϕ∇θ dx.

На решении ϕ∗ краевой задачи (1.1)–(1.4)
функционал I(ϕ) достигает строгого мини-
мума, что приводит к теоремам существова-
ния и единственности решения [1]. Применяя
первую формулу Грина (1.6), интегрируя по
частям и учитывая, что функция η ∈ H удо-

влетворяет условию η

∣∣∣∣
Sf

= 0, приходим к ра-

венству

I(ϕ∗ + η) = I(ϕ∗) +
1

2
‖η‖2H ,

которое справедливо для любой функции
ϕ = ϕ∗ + η из H. Это и есть вариационный
принцип:

I(ϕ) > I(ϕ∗), (1.8)

причем равенство достигается лишь при
ϕ = ϕ∗.

Из формулы (1.6), полагая в ней
ϕ = θ = ϕ∗, выводим

Dρ(ϕ∗) = −
∫
Sr

ϕ∗VndS.

Подстановка в выражение (1.7) для I(ϕ) дает
равенство

I(ϕ∗) =
1

2

∫
Sr

ϕ∗VndS = −1

2
Dρ(ϕ∗).

Подставим это выражение в (1.8). В результа-
те получается первая оценка интеграла Дири-
хле Dρ(ϕ∗) снизу

Dρ(ϕ∗) > −2I(ϕ) (1.9)

для любой функции ϕ ∈ H, причем равенство
достигается лишь при ϕ = ϕ∗.

Вторая оценка снизу. Теперь рассмот-
рим скалярное произведение (ϕ∗, ϕ) в H. Для
любой функции ϕ ∈ H его можно вычислить,
не зная решения ϕ∗,

(ϕ∗, ϕ) =

∫
D

1

ρ
∇ϕ∗∇ϕdx =

∫
∂D

ϕ
1

ρ

∂ϕ∗
∂n

dS = −
∫
Sr

ϕVndS. (1.10)

С другой стороны, неравенство Коши–
Буняковского для данного скалярного про-
изведения имеет вид

(ϕ∗, ϕ) 6 Dρ(ϕ∗)Dρ(ϕ). (1.11)

И здесь равенство имеет место в том и только
в том случае, когда ϕ ‖ ϕ∗. Из (1.10) и (1.11)
вытекает вторая оценка интеграла Дирихле
снизу

Dρ(ϕ∗) >

(∫
Sr

ϕVndS

)2

Dρ(ϕ)
, (1.12)

которая тоже точна — превращается в равен-
ство при ϕ ‖ ϕ∗, и только в этом случае. Фак-
тически мы пришли к новому вариационно-
му принципу — функционал в правой части
(1.12) достигает максимума (на пространстве
H с выброшенной точкой нуль) на прямой
ϕ = γϕ∗. При этом, ввиду однородности, его
значение от постоянной γ не зависит.



34 Юдович В.И.

Заметим, что для любой ненулевой функ-
ции ϕ ∈ H оценка (1.12) лучше, чем оценка
(1.9). Действительно, вводя обозначения∫

Sr

ϕVndS = a, Dρ(ϕ) = b,

получаем, что правая часть в (1.12) есть a2

b , а
правая часть в (1.9) есть −b−2a, но при b > 0
всегда

a2

b
> −b− 2a.

Равенство здесь имеет место лишь при
a = −b, то есть при ϕ = ϕ∗.

Использовать вариационный принцип,
выраженный неравенством (1.12), для разыс-
кания потенциала ϕ∗ представляется излишне
сложным. Поэтому практически можно ре-
комендовать строить приближенное решение
методом Ритца–Галеркина, основанным на
вариационном принципе для функционала
I(ϕ), но для оценки интеграла Дирихле под-
ставлять приближенное решение ϕ в неравен-
ство (1.12). Оценка (1.12) получается, если
действовать методом Ритца с одной коорди-
натной функцией ϕ. Дальше этот результат
обобщается на случай нескольких координат-
ных функций и на общее операторное урав-
нение с положительно определенным опера-
тором в гильбертовом пространстве.

2. Общая оценка энергетической
нормы

Рассмотрим уравнение в гильбертовом
пространстве H

Au = f (2.1)

с положительно определенным оператором A.
Его область определения D(A) предполагает-
ся плотной в H, а ее замыкание по энергети-
ческой норме ‖u‖2H1

= (Au, u), определенное
первоначально на D(A), приводит к энерге-
тическому пространству H1 оператора A [9].

Обобщенное решение уравнения (2.1)
определяется как элемент u∗ ∈ H1 такой, что
выполнено равенство

(u∗, v)H1 = (f, v)H (2.2)

для любого v ∈ H1. Как известно, обобщен-
ное решение u∗ есть точка строгого минимума
функционала

J(u) =
1

2
‖u‖2H1

− (f, u) (2.3)

на пространстве H1. Существование и един-
ственность обобщенного решения сразу полу-
чаются посредством применения к равенству
(2.2) теоремы Рисса об общем виде линей-
ного функционала в гильбертовом простран-
стве. Заметим, что второе слагаемое справа в
(2.3) можно понимать как значение некоторо-
го линейного ограниченного функционала на
H1, реализованного как «обобщенная функ-
ция» f посредством скалярного произведения
в H. Поэтому функционал I(ϕ) (1.7) является
частным случаем функционала (2.3). Таким
образом, задача об ударе есть частный слу-
чай рассматриваемой сейчас общей задачи.

В приложениях значительный интерес
представляют вычисление, а также оценки
величины ‖u∗‖2H1

. В теории упругости это
внутренняя потенциальная энергия, в зада-
чах о вязкой жидкости — скорость диссипа-
ции энергии. Полагая в (2.2) v = u∗, получим

‖u∗‖2H1
= (f, u∗). (2.4)

Отсюда следует, что J(u∗) = −1

2
‖u∗‖2H1

. При-
меняя вариационный принцип J(u) ≥ J(u∗),
приходим к оценке

‖u∗‖2H1
≥ −2J(u) (2.5)

для любого u ∈ H1. При этом равенство до-
стигается лишь при u = u∗. В этом смысле
вариационное неравенство (2.5) является точ-
ным. Тем не менее, его можно усилить.

Согласно неравенству Коши–Буняковского,
для любого u ∈ H1 имеем

(u∗, u)2H1
≤ ‖u∗‖2H1

‖u‖2H1
. (2.6)

В соответствии с (2.2) (u∗, u)2H1
= (f, u)2H .

Подстановка в (2.6) дает неравенство

‖u∗‖2H1
≥

(f, u)2H
‖u‖2H1

. (2.7)

Это неравенство также, по существу, является
точным. Действительно, неравенство Коши–
Буняковского (2.6) может стать равенством
лишь при u = γu∗. Но правая часть (2.7) од-
нородна относительно u и от γ не зависит. Ра-
зумеется, предполагается, что u 6= 0.

Таким образом, вариационное неравен-
ство (2.7) выражает новый вариационный
принцип. Вряд ли на нем следует основывать
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приближенное вычисление решения, скажем,
методом Ритца. Однако, получив приближен-
ное решение u уравнения (2.1) тем или иным
способом, следует использовать для оценки
его энергетической нормы неравенство (2.7), а
не неравенство (2.5). Действительно, так же,
как и выше, устанавливаем, что правая часть
в (2.7) всегда больше, чем в (2.5).

Идея вывода оценки (2.7) становится яс-
нее при некотором обобщении. Пусть En —
подпространство в H1, порождаемое базисом
u1, . . . , un, так что En = Lin{u1, . . . , un}. Оче-
видно, справедливо неравенство

min
H1

J(u) ≤ min
En

J(u).

Учитывая, что ‖u∗‖2H1
= −2J(u∗), приходим

к оценке

‖u∗‖2H1
≥ −2 min

En

J(u). (2.8)

В частности, при n = 1 получается оценка
(2.7), где u1 заменено на u.

При n = 2, вычисляя правую часть (2.8)
для пространства E2, порожденного парой
линейно независимых векторов u и v, прихо-
дим к оценке

‖u∗‖21 ≤
∆0

(u, u)1(v, v)1 − (u, v)21
, (2.9)

∆0 = (f, u)2(v, v)1 − 2(f, u)(f, v)(u, v)1+

+ (f, v)2(u, u)1.

Правую часть можно записать в более
элегантной форме, используя операции во
внешнем квадрате H∧21 гильбертова про-
странства H1. Для этого введем оператор
K = f ⊗ f , действующий в H1 по правилу
Ku = (f, u)f . Затем определим внешнюю сум-
му S = S∧2(K) — сужение тензорной суммы
I ⊗K + K ⊗ I на внешний квадрат H∧21 про-
странства H1. Тогда неравенство (2.9) запи-
шется в виде

‖u∗‖21 ≤
(S(u ∧ v), (u ∧ v))H∧2

1

‖u ∧ v‖2
H∧2

1

.

В общем случае, при заданной линейно неза-
висимой системе u1, . . . , un строим внешнюю
сумму n-го порядка оператора K

S∧n(K) = K ⊗ I ⊗ · · · ⊗ I + . . .

. . .+ I ⊗ I ⊗ · · · ⊗K
∣∣∣∣
H∧n

1

на внешней n-й степени H∧n1 гильбертова про-
странства H1. Неравенство (2.8) переписыва-
ется в форме

‖u∗‖2H1
≥

(S∧n(u1 ∧ · · · ∧ un), u1 ∧ · · · ∧ un)H∧n
1

‖u1 ∧ · · · ∧ un‖2H∧n
1

.

3. Обобщенный принцип Томсона
(Кельвина). Оценка интеграла

Дирихле сверху

Теперь получим оценку интеграла Дири-
хле сверху. Она основывается на некотором
обобщении вариационного принципа Томсона.
На сей раз пробные функции должны удовле-
творять условиям Неймана как на неподвиж-
ном дне, так и на границе подвижного тела.
При этом условие на свободной границе мо-
жет быть нарушено.

При заданных полях плотности ρ и ско-
рости v кинетическая энергия определяется
равенством

T (v) =

∫
D

ρv2

2
dx.

Следующее утверждение обобщает принцип
Томсона [10] на случай, когда жидкость неод-
нородна, и имеется свободная граница.

Предложение 1. Среди всех тече-
ний жидкости, которые соленоидальны
(div v = 0) и удовлетворяют условию на
твердых стенках, подвижных и неподвижных,
наименьшую кинетическую энергию имеет ρ-
потенциальное течение с полем скорости

v0 = −1

ρ
∇ϕ∗,

причем потенциал ϕ является решением кра-
евой задачи (1.1)–(1.4).

Доказательство. Пусть v — произволь-
ное соленоидальное поле, удовлетворяющее
условиям предложения, так что

div v = 0,

vn

∣∣∣∣
Sb

= 0, vn

∣∣∣∣
Sr

= Vn.
(3.1)

Положим v = −1
ρ∇ϕ∗ + u, тогда поле u удо-

влетворяет условиям

div u = 0,
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un

∣∣∣∣
Sb∪Sr

= 0.

Имеем

T (v) = T

(
−1

ρ
∇ϕ∗ + u

)
=

=
1

2
Dρ(ϕ∗) + T (u) +

∫
D

u∇ϕ∗ dx.

Преобразуя последнее слагаемое посредством
интегрирования по частям, получаем∫

D

u∇ϕ∗ dx =

= −
∫
D

ϕ∗ div u dx+

∫
∂D

ϕ∗un dS = 0.

Объемный интеграл исчезает потому, что
div u = 0, а поверхностный интеграл исче-
зает, поскольку ϕ∗ = 0 на Sf , а un = 0 на
остальной твердой части границы.

Таким образом,

T

(
−1

ρ
∇ϕ∗ + u

)
=

=
1

2
Dρ(ϕ∗) + T (u) >

1

2
Dρ(ϕ∗).

Равенство здесь, очевидно, имеет место при
u = 0, v = −1

ρ∇ϕ∗, и только в этом случае.
Таким образом, предложение доказано.

Из него следует точная оценка сверху
обобщенного интеграла Дирихле

Dρ(ϕ∗) 6 2T (v) (3.2)

для произвольного поля v, удовлетворяюще-
го условиям (3.1). Равенство имеет место при
v = −1

ρ∇ϕ∗, и лишь в этом случае.

4. Оценка сверху с ρ-гармоническим
пробным полем

При использовании вариационного мето-
да нередко возникает дилемма — использо-
вать ли координатные функции, удовлетворя-
ющие лишь минимально необходимым усло-
виям, или стараться построить наилучшие
возможные координатные функции. Понят-
но, что в последнем случае само это постро-
ение усложняется, но зато можно ожидать,

что ответ с нужной точностью будет получен
при небольшом числе координатных функ-
ций. Вряд ли здесь можно выдать рекомен-
дацию, пригодную на все случаи жизни, так
что дилемма разрешается по-разному в раз-
личных конкретных случаях. Нередко луч-
шим оказывается некоторый компромиссный
вариант. Разумно рассматривать различные
варианты координатных и пробных функций
и векторных полей.

Наша цель — описать построение лучших
возможных пробных функций для использо-
вания принципа Кельвина. Посмотрим, как
работает оценка вида (3.2), когда поле ско-
рости ρ-потенциально и удовлетворяет всем
условиям Неймана — на дне Sb и на границе
твердого тела Sr. В этом случае лишь условие
на свободной границе Sf остается выполнен-
ным приближенно, в противном случае полу-
чили бы точное решение.

Итак, пусть v = −1
ρ∇ϕ, причем функция

ϕ удовлетворяет уравнению

div

(
1

ρ
∇ϕ
)

= 0 (4.1)

и краевым условиям

∂ϕ

∂n

∣∣∣∣
Sb

= 0,
∂ϕ

∂n

∣∣∣∣
Sr

= −ρVn. (4.2)

Добавим к этим условиям граничное условие

∂ϕ

∂n

∣∣∣∣
Sf

= −ρg(x), (4.3)

где функция g(x) есть некоторое приближе-
ние неизвестной заранее нормальной скорости
на границе. Если она как-то задана, то возни-
кает задача Неймана (4.1) – (4.3). Функция g
не произвольна, так как должно выполняться
условие разрешимости задачи Неймана∫

Sf

g dS +

∫
Sr

Vn dS = 0. (4.4)

Может случиться, что выполнено равенство∫
Sr

Vn dS = 0. (4.5)

Так бывает, например, когда движение тела
является вращательным. То же верно и в слу-
чае, когда вообще нет свободной границы, и
твердое тело со всех сторон окружено жидко-
стью. Но этот случай здесь не рассматриваем.
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Тогда функция g должна удовлетворять усло-
вию ∫

Sf

g dS = 0. (4.6)

Выбрав некоторый набор координатных
функций g1, g2, . . . , gn, имеет смысл разыс-
кивать функцию g в виде

g =

n∑
k=1

βkgk, (4.7)

и определять константы βk посредством ми-
нимизации функционала

Dρ(ϕ) = Dρ(ϕ0 +

n∑
k=1

βkϕk).

Здесь ϕ0 — решение задачи (4.1) – (4.3) при
g = 0, а ϕk — решение той же задачи при
g = gk и Vn = 0. Например, в случае n = 1

Dρ(ϕ) = Dρ(ϕ0 + β1ϕ1) =

= Dρ(ϕ0)− 2β1

∫
Sr

ϕ1Vn dS + β21Dρ(ϕ1). (4.8)

Константа β1 определяется условием миниму-
ма

β1 =

∫
Sr

ϕ1Vn dS

Dρ(ϕ1)
.

Подставив это значение в (4.8), приходим к
оценке

Dρ(ϕ∗) ≤ Dρ(ϕ) = Dρ(ϕ0)−

(∫
Sr

ϕ1Vn dS

)2

Dρ(ϕ1)
.

Эта оценка относится к случаю, когда выпол-
нено условие (4.5). Здесь ϕ1 — решение крае-
вой задачи

div

(
1

ρ
∇ϕ1

)
= 0,

∂ϕ1

∂n

∣∣∣∣
Sb∪Sr

= 0,

∂ϕ1

∂n

∣∣∣∣
Sf

= −ρg1(x),

причем для g1(x) выполняется условие разре-
шимости (4.6).

Рассмотрим случай
∫
Sr

Vn dS 6= 0. По-

прежнему воспользуемся аппроксимацией
(4.7). Необходимо, чтобы выполнялось нера-
венство ∫

Sf

g1 dS 6= 0,

тогда константа β1 будет определяться из
условия разрешимости (4.4)

β1 = −

∫
Sr

Vn dS∫
Sf

g1 dS
. (4.9)

Таким образом, если n = 1, так что g = β1g1,
уже не остается свободных параметров, и для
пробной функции ϕ0 получается краевая за-
дача

∆ϕ0 = 0,

∂ϕ0

∂n

∣∣∣∣
Sb

= 0,
∂ϕ0

∂n

∣∣∣∣
Sr

= −ρVn,

∂ϕ0

∂n

∣∣∣∣
Sf

= −β1ρg1,

где β1 дается формулой (4.9).
При этом решение ϕ0 определяется с точ-

ностью до аддитивной постоянной, которую
можно выбрать произвольно, так как Dρ(ϕ0)
от нее не зависит.

Выражая Dρ(ϕ0) через граничные инте-
гралы посредством формулы Грина, прихо-
дим к оценке

Dρ(ϕ∗) ≤ Dρ(ϕ0) =

=

∫
Sr

Vn dS∫
Sf

g1 dS

∫
Sf

ϕ0g1 dS −
∫
Sr

ϕ0Vn dS. (4.10)

В данном случае пробная функция ϕ
определяется однозначно, вместе с констан-
той β1 из условия для потока (4.4). Посмот-
рим, как уточняется оценка (4.10) при улуч-
шении аппроксимации (4.7). Координатные
функции g2, g3, . . . подчиним условию∫

Sf

gk dS = 0, k = 2, 3, . . . ,

чтобы не испортить уже удовлетворенное
условие разрешимости (4.4). Поясним даль-
нейший ход выкладок на простейшем случае
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n = 2. Будем теперь строить пробную функ-
цию ϕ в виде

ϕ = ϕ0 + β2ϕ2,

где ϕ0 —функция, определенная выше как ре-
шение краевой задачи (4.1) – (4.3) при g = 0.
Функция ϕ2 — решение краевой задачи Ней-
мана

∆ρϕ2 = 0,

∂ϕ2

∂n

∣∣∣∣
Sb∪Sr

= 0,
∂ϕ2

∂n

∣∣∣∣
Sf

= −ρg2.

Эта функция удовлетворяет условиям прин-
ципа Томсона при любых значениях β2. Наи-
лучшее значение константы β2 находим, ми-
нимизируя интеграл Дирихле Dρ(ϕ0 + β2ϕ2).
Имеем

Dρ(ϕ0 + β2ϕ2) = Dρ(ϕ0) + β22Dρ(ϕ2)+

+ 2β2

∫
Sb∪Sr∪Sf

1

ρ
ϕ0
∂ϕ2

∂n
dS.

Константа β2 определяется из условия мини-
мума

β2 =

∫
Sf

ϕ0g2 dS

Dρ(ϕ2)
.

Согласно обобщенному принципу Томсона,
получаем оценку

Dρ(ϕ∗) ≤ Dρ(ϕ0 + β2ϕ2) =

= Dρ(ϕ0)−

(∫
Sf

ϕ0g2 dS

)2

Dρ(ϕ2)
.

Отметим, что вычислять на практике при-
дется лишь последнее вычитаемое, так как
Dρ(ϕ0) можно предполагать уже найденным.
Заметим еще, что при вычислении интеграла
Дирихле может оказаться полезной формула

Dρ(ϕ2) =

∫
D

1

ρ
(∇ϕ2)

2 dx =

=

∫
∂D

1

ρ
ϕ2
∂ϕ2

∂n
dS = −

∫
Sf

ϕ2g2 dS.

Подведем итог. Для интеграла Дирихле
Dρ(ϕ∗) от решения краевой задачи (1.1)–(1.4)

справедлива оценка снизу (1.12), где проб-
ная функция ϕ, помимо обычных условий ре-
гулярности, должна удовлетворять условию

ϕ

∣∣∣∣
Sf

= 0 на свободной границе Sf . Если функ-

ция ϕ дополнительно удовлетворяет уравне-
нию ∆ρϕ = 0 и краевому условию ∂ϕ

∂n

∣∣
Sb

= 0,
то неравенство (1.12) принимает вид

Dρ(ϕ∗) >

∫
Sr

ϕVndS

2

∫
Sr

ϕ
∂ϕ

∂n
dS

. (4.11)

Если пробная функция ϕ не удовлетворяет
краевому условию на Sb (но удовлетворяет
остальным условиям), то в знаменателе до-
бавляется интеграл от ϕ∂ϕ∂n по Sb.

Для интеграла Дирихле Dρ(ϕ) справедли-
ва также оценка сверху (3.2), где векторное
поле v должно быть соленоидальным и удо-
влетворять краевым условиям (3.1) на Sb и на
Sr. Если дополнительно предположить, что
поле v — ρ–потенциально, то есть v = −1

ρ∇ϕ,
то оценка (3.2) может быть переписана в фор-
ме

Dρ(ϕ∗) 6
∫
Sf

1

ρ
ϕ
∂ϕ

∂n
dS −

∫
Sr

ϕVndS. (4.12)

Заметим, что иногда, даже в тех случаях, ко-
гда оценки (4.11) и (4.12) справедливы, для
вычислений все же удобнее бывает использо-
вать общие формулы (1.12) и (3.2).

Приложение к задаче удара. Кине-
тическая энергия, приобретенная жидкостью
в результате удара, выражается через инте-
грал Дирихле от потенциала скорости жид-
кости ϕ∗. Она представляет собой квадратич-
ную форму от линейной скорости U твердого
тела и его угловой скорости ω. Если имеется
несколько твердых тел, то соответственно воз-
никает квадратичная форма от их линейных
и угловых скоростей. Коэффициенты квадра-
тичной формы 2T — суть элементы тензора
инерции. В частности, коэффициент mjj при
U2
j есть присоединенная масса, соответству-

ющая поступательному движению в направ-
лении j-й оси. Коэффициент Jjj при ω2

j есть
присоединенный момент инерции данного те-
ла, отвечающий вращению вокруг j-ой оси.
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Приведенные выше общие оценки инте-
грала Дирихле приводят, в частности, к оцен-
кам присоединенных масс mjj и моментов
инерции Ijj , для чего достаточно рассмот-
реть случай чисто поступательного движения
вдоль j-оси и случай чистого вращения во-
круг j-й оси.

Разумеется, можно также получать и
оценки различных инвариантов кинетической
энергии относительно ортогональных преоб-
разований, например, средней присоединен-
ной массы m = 1

3(m11 +m22 +m33).

5. Замечание об анизотропной модели
жидкости

Нетрудно заметить, что конкретная фор-
ма оператора ∆ρ играет весьма малую роль
в предыдущих рассмотрениях. Кое-что допус-
кает обобщение на операторные уравнения в
гильбертовом пространстве, надо лишь при-
вести краевую задачу к неоднородному урав-
нению с однородными краевыми условиями,
чтобы это стало очевидно. Все без исклю-
чения предыдущие результаты переносятся
на задачу с эллиптическим оператором вто-
рого порядка общего вида. Это наводит на
мысль рассмотреть общую анизотропную мо-
дель жидкости, в которой кинетическая энер-
гия жидкости определяется для каждой ча-
стицы заданием не скалярной функции —
плотности, а полем положительно определен-
ных операторов. Рассмотрим эту модель. Воз-
можно, она найдет применение при описании
динамики суспензии —жидкости с плавающи-
ми в ней частицами неправильной формы.

Пусть несжимаемая сплошная сре-
да, которую будем называть инерционно-
анизотропной жидкостью, заполняет об-
ласть D ⊂ R3. Будем считать, что вязкость
отсутствует, так что уравнение движения
можно вывести из принципа Гамильтона. Гра-
ницу областиD будем считать непроницаемой
для данной жидкости. Тогда, очевидно, будет
выполняться закон сохранения энергии. Ки-
нетическую энергию зададим в виде

T =
1

2

∫
D

mik(a)ẋi(a, t)ẋk(a, t)da =

=
1

2

∫
D

(M(a)ẋ, ẋ)da.

Как обычно, x(a, t) означает положение ча-
стицы в момент времени t, занимавшей по-

ложение a ∈ D в начальный момент t = 0.
При этом ẋ(a, t) — скорость. Оператор M(a)
назовем оператором масс и предположим, что
он положительно определен, черезmik(a) обо-
значим его матричные элементы в стандарт-
ном базисе пространства R3. Если потенци-
альная энергия отсутствует, действие по Га-
мильтону определяется равенством

S =

t2∫
t1

Tdt

для любых t1 < t2. Принцип Гамильтона с
учетом связи

det

(
∂xi
∂ak

)
= 1 (5.1)

приводит к уравнению движения

Mẍ = −∇xp. (5.2)

В стандартной модели неоднородной жидко-
сти оператор M — скалярного типа

M(a) = ρ(a)I,

где ρ — плотность жидкости.
Заметим, что можно рассматривать опе-

ратор M , зависящий от времени, тогда урав-
нение движения (5.2) примет вид

d

dt
M(a, t)

d

dt
x(a, t) = −∇xp. (5.3)

Вместе с уравнением связи (5.1) уравнение
движения (5.2) или (5.3) приводит к замкну-
той системе уравнений в лагранжевой фор-
ме. Можно, конечно, выписать и соответству-
ющие эйлеровы уравнения.

В задаче удара для приобретенной жидко-
стью скорости u(x) стандартный вывод дает
равенство

M(x)u(x) = −∇ϕ(x),

где ϕ — импульсивное давление. Из этого
уравнения следует, что u = −M−1∇ϕ. Пра-
вая часть здесь — не что иное, как гради-
ент функции ϕ в M -метрике: u = − gradM ϕ.
Такие векторные поля будем называть M -
потенциальными. Подстановка в уравнение
несжимаемости (5.1) дает для потенциала ϕ
эллиптическое уравнение

div (M−1∇ϕ) = 0.
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Если в стандартном базисе матрицаM−1 име-
ет вид M−1(x) = (mik(x)), то это уравнение
записывается в виде

∂

∂xi
mik(x)

∂ϕ

∂xk
= 0.

Рассмотренная модель является одной из
реализаций абстрактного уравнения Эйлера–
Арнольда [6], когда метрика в алгебре Ли
группы S diff D задается оператором M .
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