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Abstract. Guided waves propagation and diffraction are considered in elastic waveguides with
arbitrary shaped local inhomogeneities. Both analytical and numerical approaches are widely used
to calculate and analyze displacement fields. This paper presents the implementation of a hybrid
numerical-analytical approach. A numerical approach is utilized in the internal domain containing
local inhomogeneity. It is based on the decomposition by the set of basic solutions obtained by
the finite element method. Meanwhile, the solution in the outer semi-infinite domains has an
analytical form and is based on the decomposition by the normal modes. Unknown decomposition
coefficients are derived from the imposed interface conditions between the domains. The numerical
computation of the basis finite-element solutions can be carried out on a specialized software.
Nevertheless, a more efficient implementation is proposed based on the fact that multiple basic
finite element problems share a single global stiffness matrix, which can be inverted once. The
algorithm is tested by comparison with the COMSOL model which utilises perfectly matched layers.
The developed package allows not only to calculate the displacement fields in the local domain
containing the inhomogeneity, but also to obtain analytical representations of the waves travelling
to infinity, which yield a physically descriptive representation of the solution. In addition, the
presented package allows a parametric analysis of the dependence of the wave field characteristics
on various medium properties and inhomogeneity geometry.

Keywords: guided waves, unbounded waveguide, arbitrary local inhomogeneities, finite element
method, modal decomposition, local-global solution, wave energy.

Введение

Рассматриваются распространение и ди-
фракция SH-волн на локальных препятстви-
ях. Актуальность подобных исследований
обусловлена многочисленными приложени-
ями в различных областях науки и техни-
ки, таких как инженерная практика, геофи-
зика, физическая акустика, дефектоскопия,
материаловедение, медицинская томография,
приборостроение [1], где возникает необходи-
мость в разработке математических и ком-
пьютерных моделей, описывающих как про-
цесс возбуждения и распространения бегу-
щих волн, так и их дальнейшее взаимодей-
ствие с произвольными препятствиями. При-

менение таких моделей позволяет обнаружи-
вать и идентифицировать дефекты в тонко-
стенных конструкциях (обшивка авиалайне-
ра, стенки реакторов и химических емкостей
и т.п.). Данная техника волнового контроля
в последнее время выделяется в самостоя-
тельное научно-техническое направление —
мониторинг дефектов конструкций (SHM —
Structural Health Monitoring) [2].

При построении моделей зачастую исполь-
зуются методы, основанные на разложении
искомых функций (волновых полей) по фун-
даментальным решениям (МФР). Данные ре-
шения тождественно удовлетворяют рассмат-
риваемым уравнениям, поэтому неизвестные
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коэффициенты разложения определяются ис-
ходя из граничных условий. Здесь можно
выделить два различных подхода к исполь-
зованию разложений по фундаментальным
решениям. В рамках первого подхода реше-
ние исходной задачи строится в виде линей-
ной комбинации фундаментальных решений
с центрами (источниками), расставленными
снаружи вдоль границы рассматриваемой об-
ласти (метод фундаментальных решений) [3].
Альтернативный подход состоит в использо-
вании матрицы фундаментальных решений в
качестве ядер граничных интегральных урав-
нений (ГИУ) или базиса метода граничных
элементов (МГЭ), который можно рассмат-
ривать как результат дискретизации ГИУ [4].
К недостаткам данных подходов относится
сложность их применения при стыковке зна-
чительного числа разнородных областей.

Для преодоления указанного недостатка
был предложен метод слоистых элементов
(МСЭ) [5]. В отличие от классического МГЭ,
слоистые элементы являются фундаменталь-
ными решениями для рассматриваемой мно-
гослойной структуры в целом и поэтому ав-
томатически удовлетворяют граничным усло-
виям на всех ее внешних и внутренних пло-
скопараллельных границах.

Также особую популярность получили
коммерческие пакеты, реализующие сеточ-
ные методы, такие как метод конечных эле-
ментов (МКЭ) или метод конечных разностей
(МКР). Данные методы обладают универсаль-
ностью в отношении геометрии и неоднород-
ности материала рассматриваемого образца,
а реализующие их пакеты зачастую обладают
дружественным интерфейсом, включающим
возможности визуализации, экспорта и после-
дующей обработки данных. Однако приме-
нение таких пакетов для решения волновых
задач, в частности при моделировании рас-
пространения и дифракции бегущей волны в
бесконечных волноводах с локальными неод-
нородностями, связано с рядом трудностей.
Во-первых, возникает необходимость сужать
рассматриваемую бесконечную область до ко-
нечных размеров в связи с ограничениями
данных методов. Для моделирования оттока
волновой энергии на бесконечность добавля-
ются специальные неотражающие и погло-
щающие граничные условия [6], среди кото-
рых особую популярность получили условия
идеально согласованных слоёв (ИСС) [7, 8].
Но использование данных условий может со-

провождаться возникновением ряда лишних
спектральных точек, присущих ограничен-
ным областям, которых нет в исходной зада-
че для бесконечной области. В случае рас-
положения некоторых из них вблизи веще-
ственной оси решение МКЭ-ИСС может су-
щественно отличаться от искомого решения.
Во-вторых, возникает необходимость расчёта
поля смещений на всей протяжённости вол-
новода от источника колебаний до локальной
неоднородности, что может привести к зна-
чительным вычислительным затратам при
увеличении расстояния между источником и
неоднородностью или/и при повышении ча-
стоты колебаний.

Для разрешения вышеупомянутых про-
блем естественным образом возникает подход,
основанный на сопряжении явного аналитиче-
ского представления волнового поля во внеш-
ней области волновода с численным решением
для внутренней области, содержащей препят-
ствие или источник. Такой гибридный под-
ход (МКЭ-Ан), реализованный на базе пакета
Comsol, был предложен ранее в работе [9]. Он
основан на предварительном построении на-
бора МКЭ-решений с граничными условиями,
наводимыми каждой нормальной модой на
искусственных границах локальной области.
Эти МКЭ-решения играют роль базиса при
сшивании с явным представлением решения
во внешней области в виде разложения по
нормальным модам. Данное разложение, со-
держащее несколько неизвестных коэффици-
ентов, фактически является многомодовым
бесконечным элементом, позволяющим кор-
ректно описывать отток волновой энергии на
бесконечность без введения искусственных
поглощающих граничных условий. Посколь-
ку для конечного пользователя коммерческие
конечно-элементные пакеты представляют из
себя «черный ящик», практическая реализа-
ция данного подхода зачастую сопровожда-
ется дополнительными трудностями.

В настоящей работе приводится аналогич-
ная гибридная схема, но уже основанная на
собственной реализации конечно-элементного
пакета для скалярного случая. Приводит-
ся описание особенности численного расчё-
та конечно-элементных решений. Достовер-
ность алгоритма проверяется сопоставлением
с результатами, полученными при помощи
пакета COMSOL. Демонстрируются возмож-
ности пакета для расчёта волновых полей и
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Рис. 1. Геометрия задачи: а) общая постановка; б) рассматриваемый пример

их характеристик, а также для проведения
параметрического анализа.

Постановка задачи

Рассматриваются антиплоские устано-
вившиеся гармонические колебания u𝑒−𝑖𝜔𝑡,
u = (0, 𝑢𝑦, 0), волновода 𝐷 толщины ℎ,
содержащего некоторые локальные неод-
нородности, расположенные в области
Ω = {(𝑥, 𝑧),−𝑏 6 𝑥 6 𝑏,−ℎ 6 𝑧 6 0} (рис. 1а).
Множитель 𝑒−𝑖𝜔𝑡 в дальнейшем в силу линей-
ности задачи опущен. Смещения точек вол-
новода 𝐷 удовлетворяют уравнению Гельм-
гольца

Δ𝑢+ 𝜅2𝑢 = 0, (1)

где 𝜅 = 𝜔/𝑐, 𝜔 — круговая частота, 𝑐 — ско-
рость распространения поперечных волн. На
верхней границе волновода предполагается
условие отсутствия напряжений, а на нижней
границе — условие жесткого закрепления:

𝜕𝑢

𝜕𝑛

⃒⃒
⃒⃒
𝑧=0

= 0, 𝑢

⃒⃒
⃒⃒
𝑧=−ℎ

= 0. (2)

На бесконечности требуется выполнение усло-
вий излучения, вытекающих из принципа
предельного поглощения. Смещения вызва-
ны бегущей волной 𝑢0 = 𝑟𝑛(𝑧)𝑒

𝑖𝜁𝑛𝑥 с некото-
рым заданным номером моды 𝑛 = 𝑝. Здесь

𝑟𝑛 =
𝑖

ℎ𝜁𝑛
cos(𝑎𝑛𝑧) — амплитуды бегущих

волн, 𝜁𝑛 =
√︀
𝜅2 − 𝑎2𝑛 — волновые числа,

𝑎𝑛 = 𝜋
𝑛− 0,5

ℎ
(𝑛 = 1, 2, 3, . . . ).

Описание гибридной схемы

Следуя общей схеме гибридного подхо-
да [9], область 𝐷 разбивается на три подоб-
ласти 𝐷 = 𝐷− ∪ Ω ∪ 𝐷+ с помощью двух
вертикальных сечений вдоль прямых 𝑥 = ∓𝑏
(рис. 1а). В подобластях 𝐷− и 𝐷+ решение
представляется аналитически, а в подобласти

Ω — в виде конечно-элементного разложения:

𝑢 =

⎧
⎪⎨
⎪⎩

𝑢−𝑠𝑐 + 𝑢0, 𝑥 ∈ 𝐷−,

𝑢𝐹 , 𝑥 ∈ Ω,

𝑢+𝑠𝑐, 𝑥 ∈ 𝐷+.

Аналитические представления рассеянных
волновых полей 𝑢∓𝑠𝑐, а также конечно-
элементное представление 𝑢𝐹 волнового поля
имеют вид разложения по базисным волно-
вым полям 𝑢∓𝑠𝑐,𝑛 и 𝑢∓𝐹,𝑛, взвешенным неизвест-
ными коэффициентами 𝑐∓𝑛 :

𝑢∓𝑠𝑐 =
𝑁∑︁

𝑛=1

𝑐∓𝑛 𝑢
∓
𝑠𝑐,𝑛,

𝑢𝐹 =
𝑁∑︁

𝑛=1

(𝑐−𝑛 𝑢
−
𝐹,𝑛 + 𝑐+𝑛 𝑢

+
𝐹,𝑛) + 𝑢0𝐹 .

Рассеянные базисные волновые поля 𝑢∓𝑠𝑐,𝑛
имеют вид нормальных мод с соответству-
ющим номером

𝑢∓𝑠𝑐,𝑛 = 𝑟∓𝑛 𝑒
∓𝑖𝜁𝑛(𝑥±𝑏), 𝑛 = 1, 𝑁.

Для расчёта базисных конечно-элемент-
ных полей 𝑢∓𝐹,𝑛 и 𝑢0𝐹 в подобласти Ω, в допол-
нение к граничным условиям (2), требуются
условия на вертикальных границах стыка с
подобластями 𝐷− и 𝐷+:

{︃
𝑢−𝐹,𝑛 = 𝑢−𝑠𝑐,𝑛, 𝑥 = −𝑏,
𝑢−𝐹,𝑛 = 0, 𝑥 = 𝑏,{︃
𝑢+𝐹,𝑛 = 0, 𝑥 = −𝑏,
𝑢+𝐹,𝑛 = 𝑢+𝑠𝑐,𝑛, 𝑥 = 𝑏,{︃
𝑢0𝐹 = 𝑢0, 𝑥 = −𝑏,
𝑢0𝐹 = 0, 𝑥 = 𝑏,

𝑛 = 1, 𝑁. (3)

Для нахождения 2𝑁 неизвестных коэффици-
ентов 𝑐∓𝑛 , 𝑛 = 1, 𝑁 накладываются дополни-
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тельные граничные условия:

⎧
⎪⎨
⎪⎩

𝜕𝑢𝐹
𝜕𝑥

=
𝜕𝑢−𝑠𝑐
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

, 𝑥 = −𝑏,
𝜕𝑢𝐹
𝜕𝑥

=
𝜕𝑢+𝑠𝑐
𝜕𝑥

, 𝑥 = 𝑏.
(4)

При подстановке в эти условия разложений
𝑢𝑠𝑐 и 𝑢𝐹 получаются следующие соотноше-
ния:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑁∑︀
𝑛=1

[︂
𝑐−𝑛

(︂
𝜕𝑢−𝐹,𝑛

𝜕𝑥 −
cos(𝑎𝑛𝑧)

ℎ

)︂
+ 𝑐+𝑛

𝜕𝑢+𝐹,𝑛

𝜕𝑥

]︂
=

= −𝜕𝑢0𝐹
𝜕𝑥 −

cos(𝑎𝑝𝑧)𝑒
𝑖𝜁𝑝𝑥

ℎ , 𝑥 = −𝑏,
𝑁∑︀
𝑛=1

[︂
𝑐−𝑛

𝜕𝑢−𝐹,𝑛

𝜕𝑥 + 𝑐+𝑛

(︂
𝜕𝑢+𝐹,𝑛

𝜕𝑥 + cos(𝑎𝑛𝑧)
ℎ

)︂]︂
=

= −𝜕𝑢0𝐹
𝜕𝑥 , 𝑥 = 𝑏.

Для дискретизации этих соотношений удобно
воспользоваться методом Галёркина, исполь-
зуя в качестве проекторов части амплитуд
нормальных мод cos(𝑎𝑚𝑧), 𝑚 = 1, 𝑁 , облада-
ющие свойством ортогональности относитель-
но скалярного произведения в 𝐿2:

(︁
cos(𝑎𝑚𝑧), cos(𝑎𝑛𝑧)

)︁⃒⃒
⃒⃒
𝐿2

= 𝛿𝑚𝑛
ℎ

2
,

здесь 𝛿𝑚𝑛 — символ Кронекера.
В результате дискретизации получим си-

стему 2𝑁 линейных алгебраических уравне-
ний относительно вектора неизвестных ко-
эффициентов c = (𝑐−1 , 𝑐

−
2 , . . . , 𝑐

−
𝑁 , 𝑐

+
1 , 𝑐

+
2 , . . .

. . . , 𝑐+𝑁 )
T:

𝐴c = f . (5)

Матрица 𝐴 этой системы имеет вид
𝐴 = 𝐵 +𝐷, где

𝐵 =

(︂
𝐵−

1 𝐵+
1

𝐵−
2 𝐵+

2

)︂
, 𝐷 =

1

2

(︂
−𝐸 0
0 𝐸

)︂
,

𝐵∓
1,𝑚𝑛 =

(︂
cos(𝑎𝑚𝑧),

𝜕𝑢∓𝐹,𝑛
𝜕𝑥

)︂⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝑥=−𝑏

,

𝐵∓
2,𝑚𝑛 =

(︂
cos(𝑎𝑚𝑧),

𝜕𝑢∓𝐹,𝑛
𝜕𝑥

)︂⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝑥=𝑏

,

𝐸 — единичная матрица порядка 𝑁 . Правая
часть f системы (5) имеет следующий вид:

f = f0 + f1, f0 =

(︂
f01
f02

)︂
,

f01,𝑚 = −
(︂
cos(𝑎𝑚𝑧),

𝜕𝑢0𝐹
𝜕𝑥

)︂⃒⃒
⃒⃒
𝑥=−𝑏

,

f02,𝑚 = −
(︂
cos(𝑎𝑚𝑧),

𝜕𝑢0𝐹
𝜕𝑥

)︂⃒⃒
⃒⃒
𝑥=𝑏

,

а в векторе f1 ненулевым является только эле-
мент с индексом 𝑝, совпадающим с номером
набегающей волны 𝑢0. Ненулевой элемент в
таком случае равен f1𝑝 = −𝑒−𝑖𝜁𝑝𝑏/2.

Нахождение базисных
конечно-элементных решений

Область Ω разбивается на треугольные
подобласти с помощью заданной сетки из 𝑁𝐹

узлов (𝑥𝑗 , 𝑧𝑗), 𝑗 = 1, 𝑁𝐹 . Обозначим левую,
нижнюю, правую и оставшуюся верхнюю гра-
ницу области Ω через Γ𝑊 , Γ𝑆 , Γ𝐸 и Γ𝑁 соот-
ветственно. Каждое отдельно взятое конечно-
элементное решение 𝑢̂𝐹 из набора 𝑢∓𝐹,𝑛 и 𝑢0𝐹
удовлетворяет уравнению (1) внутри области
Ω, граничным условиям (2) на верхней и ниж-
ней границах Γ𝑁 и Γ𝑆 , а также граничным
условиям (3) на левой и правой границах Γ𝑊
и Γ𝐸 . Решение представляется в виде разло-
жения по 𝑁𝐹 глобальным базисным функ-
циям 𝜑𝑗(𝑥, 𝑧), имеющим вид линейного мно-
гочлена, значения которого равно единице в
узле с индексом 𝑗 и нулю — во всех остальных
узлах расчётной области

𝑢̂𝐹 =

𝑁𝐹∑︁

𝑗=1

𝑢𝑗𝜑𝑗(𝑥, 𝑧).

При подстановке приближённого решения
𝑢̂𝐹 в исходное уравнение (1) получается сле-
дующая функциональная невязка внутри об-
ласти Ω:

𝑅Ω = Δ𝑢̂𝐹 + 𝜅2𝑢̂𝐹 .

Для нахождения неизвестных коэффициен-
тов 𝑢𝑗 проводится дискретизация с помощью
метода Галёркина:

(𝑅Ω, 𝜑𝑘) = 0, 𝑘 = 1, 𝑁𝐹 .

При подстановке в это выражение невязки 𝑅Ω

и последующем ослаблении гладкости подын-
тегральных функций с помощью первой фор-
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мулы Грина, получаются следующие соотно-
шения:

𝑁𝐹∑︁

𝑗=1

𝑢𝑗

[︃
−
∫︁∫︁

Ω

(︂
𝜕𝜑𝑗
𝜕𝑥

𝜕𝜑𝑘
𝜕𝑥

+
𝜕𝜑𝑗
𝜕𝑧

𝜕𝜑𝑘
𝜕𝑧

)︂
𝑑Ω+

+𝜅2
∫︁∫︁

Ω

𝜑𝑗𝜑𝑘 𝑑Ω+

∫︁

Γ

𝜕𝜑𝑗
𝜕n

𝜑𝑘 𝑑Γ

]︃
= 0.

(6)

Данные соотношения порождают систе-
му 𝑁𝐹 линейных алгебраических урав-
нений относительно вектора неизвестных
u = (𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑁𝐹

)T

𝑆u = b. (7)

При учёте граничных условий интеграл по
границе Γ в выражениях (6) равен нулю на
верхней границе Γ𝑁 , на остальных же грани-
цах его вклад в систему (7) не учитывается,
поскольку смещения 𝑢𝑗 заданы явно услови-
ями (3). Для учёта этих условий все элемен-
ты 𝑠𝑘𝑗 строк матрицы 𝑆 с теми индексами
𝑘, узлы сетки которых (𝑥𝑘, 𝑧𝑘) выходят на
границы Γ𝑊 , Γ𝑆 и Γ𝐸 , заменяются на

𝑠𝑘𝑗 = 𝛿𝑘𝑗 ,

а соответствующие им элементы правой ча-
сти 𝑏𝑘 выбираются равными заданным зна-
чениям на границе в соответствии с услови-
ями (3). Поскольку у всех отдельно взятых
конечно-элементных решений 𝑢̂𝐹 глобальные
матрицы жёсткости равны между собой, для
решения системы (7) достаточно обратить
глобальную матрицу жёсткости 𝑆 один раз,
например с помощью метода ортогонализа-
ции Грама–Шмидта.

Верификация схемы и численные
примеры

Для верификации работы гибридной схе-
мы проведено сопоставление результатов,
полученных в рамках описываемого под-
хода (МКЭ-Ан) и при помощи конечно-
элементного пакета COMSOL (МКЭ-ИСС),
где бесконечная область волновода ограниче-
на с помощью метода идеально согласован-
ных слоев, а базисные функции имеют вид
квадратичного многочлена.

В качестве примера локальной неоднород-
ности рассматривается выемка полуширины

𝑑1 и глубины 𝑑2 (рис. 1б). Все численные ре-
зультаты приводятся в безразмерном виде в
базовых единицах, выраженных через длину
𝑙0 = ℎ и скорость 𝑣0 = 𝑐. В этих единицах
безразмерная круговая частота 𝜔 = 2𝜋𝑓𝑙0/𝑣0,
где 𝑓 — размерная частота в герцах. Рас-
чёты проведены для волновода со следую-
щими безразмерными параметрами: толщина
слоя ℎ = 1, полуширина области Ω 𝑏 = 1,
полуширина выемки 𝑑1 = 0,5, глубина выем-
ки 𝑑2 = 0,3, скорость распространения волн
𝑐 = 1. Для набегающей волны 𝑢0 выбран но-
мер моды 𝑝 = 1, а разложение производилось
по 𝑁 = 6 модам. Конечно-элементная сетка
строилась с помощью пакета COMSOL.

Уменьшение размера конечного элемента
для подходов МКЭ-ИСС и МКЭ-Ан способ-
ствует повышению точности решений, но су-
щественно увеличивает время расчёта. Одна-
ко точность решения МКЭ-Ан можно замет-
но повысить, если дополнительно измельчить
сетку на вертикальных границах 𝑥 = ∓𝑏 сты-
ка подобластей Ω и 𝐷∓ (рис. 2). Это обуслов-
лено необходимостью вычисления большого
количества интегралов по этим границам при
построении матрицы 𝐴 системы (5), возника-
ющих в связи с условиями (3).

Сопоставление результатов, полученных в
рамках МКЭ-Ан и МКЭ-ИСС, иллюстрирует-
ся графиком зависимости коэффициента про-
хождения энергии 𝜅+ = 𝐸+/𝐸0 от частоты
𝜔 (рис. 2а), где 𝐸+ — усредненное за период
колебаний количество волновой энергии, про-
ходящее через поперечное сечение волновода
правее препятствия, а 𝐸0 — энергия набега-
ющей волны. Решение, полученное в рамках
подхода МКЭ-Ан с измельчением сетки на
вертикальных границах 𝑥 = ∓𝑏 (сплошная
линия), хорошо согласуется с МКЭ-ИСС ре-
шением (маркеры). Однако решение МКЭ-
Ан без дополнительного измельчения сетки
(пунктирная линия) расходится с МКЭ-ИСС
решением с ростом частоты 𝜔. Например, рас-
хождение заметно на частоте 𝜔 = 3,25𝜋, для
которой на рис. 2б приводится сопоставле-
ние графиков модуля комплексной амплиту-
ды колебаний |𝑢|, построенных вдоль прямой
𝑧 = −0,5. Как и в предыдущем случае, ре-
шение МКЭ-Ан для измельчённой сетки со-
гласуется с решением МКЭ-ИСС лучше, чем
МКЭ-Ан без измельчения, что заметно не
только вблизи вертикальных границ 𝑥 = ∓𝑏
области Ω, но и практически на всей её про-
тяжённости.
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а)

б)

Рис. 2. а) Частотный спектр коэффициента прохождения 𝜅+; б) амплитуда колебаний |𝑢| при
круговой частоте 𝜔 = 3,25𝜋 вдоль прямой 𝑧 = −0,5. Маркерами показаны результаты МКЭ-ИСС,

сплошной линией — МКЭ-Ан с измельчённой сеткой на вертикальных границах 𝑥 = ∓𝑏, пунктирной
линией — МКЭ-Ан без измельчения. Вертикальными линиями показаны частоты отсечки

Реализованный МКЭ-Ан пакет позволяет
проводить параметрический анализ зависимо-
сти характеристик волнового поля, таких как
коэффициент прохождения энергии 𝜅+, от
различных свойств среды и геометрии препят-
ствия. Пример такого анализа для различных
глубин 𝑑2 прямоугольной выемки приводится
на рис. 3. С углублением препятствия снижа-
ется количество энергии, проходящей через
зону неоднородности. Это особенно характер-
но в одномодовом режиме 0,5𝜋 < 𝜔 < 1,5𝜋,
где наблюдается практически полное запи-
рание волновода при достижении глубиной

выемки значений, превышающих половину
его толщины 𝑑2 > ℎ/2. Но исключением яв-
ляются резкие скачки амплитудной кривой,
соответствующие резонансным частотам, на
которых энергия бегущей волны проходит
область с препятствием Ω, практически не
отражаясь. Несмотря на то, что установив-
шиеся колебания — не реализуемая на прак-
тике абстракция, подобный эффект был экс-
периментально подтвержден [10,11]. Самый
ярко выраженный скачок находится в рай-
оне резонансной частоты 𝜔 = 𝜋, растущей с
углублением выемки 𝑑2. Менее выраженный

Рис. 3. Зависимость коэффициента прохождения 𝜅+ от круговой частоты 𝜔, параметризованная по
глубине 𝑑2 прямоугольной выемки. Вертикальными линиями обозначены частоты отсечки
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скачок, не зависящий от глубины 𝑑2, находит-
ся в районе второй частоты отсечки 𝜔 = 1,5𝜋.
В многомодовом диапазоне резонансные ча-
стоты присущи лишь некоторым глубинам
𝑑2, а соответствующие им скачки малы по
амплитуде и встречаются парами. Например,
два таких скачка расположены перед четвёр-
той частотой отсечки 𝜔 = 3,5𝜋 на глубине
𝑑2 = 0,2 (пунктир), однако на соседних глу-
бинах 𝑑2 = 0,2∓ 0,1 (сплошные линии с тре-
угольными и круглыми маркерами) они уже
отсутствуют.

Заключение

Собственная реализация гибридной схе-
мы без использования коммерческих паке-
тов предполагает большую предварительную
работу, но позволяет избежать дополнитель-
ных вычислительных затрат. Так, в представ-
ленной ранее гибридной схеме [9], основан-
ной на коммерческих МКЭ-пакетах, конечно-
элементные поля 𝑢∓𝐹,𝑛 и 𝑢0𝐹 необходимо рас-
считывать независимо, обращаясь к МКЭ-
пакету 2𝑁 + 1 раз для расчёта базисных вол-
новых полей.

Корректность работы алгоритма подтвер-
ждена тестовыми сравнениями. Проиллю-
стрировано использование пакета для расчёта
как волновых полей, так и их характеристик,
таких как коэффициент прохождения энер-
гии. Также продемонстрирована возможность
проведения параметрического анализа зави-
симости характеристик волнового поля от
различных свойств среды и геометрии неод-
нородности.

Авторы благодарят проф. Е. В. Глушкова
за руководство и ценные замечания.
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