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Abstract. Interest in quantum mechanics is growing in connection with new experiments with
quantum particles and a deeper knowledge of nano- and subatomic principles. The practical use
of quantum mechanic methods goes in parallel with the constant rethinking of its foundations,
its ideological and epistemological role. A rigorous exposition of the mathematical foundations
of quantum mechanics in abstract-Hilbert spaces was given in the book of J. Von Neumann in
1932. It is the first and only experiment that has been brought to the end, the presentation
of the apparatus of quantum mechanics with the sequence and rigor which usually presented
in a purely mathematical theory. Later in 1949 the group of French mathematicians under the
pseudonym N. Bourbaki introduced the concept of “mathematical structure” into mathematics.
To date, there is no narration of quantum mechanics, where mathematical rigor is combined
with the concept of “mathematical structure”. In the framework of the approach formulated
by the group of N. Bourbaki, quantum mechanics is a composite structure consisting of three
simple mathematical structures: the Hilbert space of complex-valued vectors, the space of linear
self-adjoint operators and the structure of classical mechanics are showed in this article. The work
explains the construction of a physical theory based on a general mathematical approach and
elucidates the minimum assumptions necessary for the development of nonrelativistic quantum
mechanics by axiomatic methods.
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Введение

Интерес к квантовой механике (КМ) рас-
тёт в связи с развитием нанотехнологий, до-
стижений в области создания квантового ком-
пьютера, новых экспериментов с квантовыми
частицами в запутанном состоянии. Развива-
ются исследования трансмембранного пере-
носа квантовых частиц вдоль молекулярной
цепочки [1], описания явлений конфайнмента
кольца, такие как потенциалы Хилла [2]. В
частности имеется важная и трудная задача
Волкано, решённая пока для единственного
электрона [3], хотя больший интерес представ-
ляет задача с парой частиц: электрон-дырка,
электрон-электрон.

Практическое использование методов КМ
идёт параллельно с постоянным переосмыс-
лением её основ, её мировоззренческой и гно-
сеологической роли. Известно девять интер-
претаций КМ [4]. Проблема квантовых из-
мерений остаётся труднейшей областью как

с теоретической, так и практической точек
зрений [5]. Тем не менее, наиболее современ-
ные и фундаментальные руководства по КМ
являются сплавом формулировок на основе
исторически первых интерпретаций — с ак-
центом на волновую функцию и матричный
формализм.

Ясное, точное и глубокое понимание фи-
зических основ КМ и её интерпретаций воз-
можно только на основе аксиоматического
метода. Тонкость и глубина современных
физико-математических теорий делают су-
щественным изучение их логической и ма-
тематической структуры. Строгое изложе-
ние математических основ КМ в абстрактно-
гильбертовых пространствах было дано в кни-
ге Дж. Фон Неймана [6]. Оно является пер-
вым и до сих пор единственным доведённым
до конца опытом изложения аппарата КМ
с последовательностью и строгостью, кото-
рой обычно требуют от чисто математиче-
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ских теорий. Вместе с тем, позднее группой
французских математиков под псевдонимом
Н. Бурбаки было введено в математику по-
нятие «математическая структура» [7]. До
настоящего времени нет изложения КМ, где
математическая строгость соединяется с ма-
тематическим понятием структуры, однако
это очень важно, потому что обнаруживается
глубинная связь свойств структур с физиче-
ской сутью исследуемых явлений и это особен-
но важно, когда удаётся построить иерархию
вложенных структур [8]. Например, хорошо
известна цепочка вложений числовых струк-
тур в общепринятых обозначениях [9]

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C. (1)

Менее известны продолжения иерархических
цепочек на алгебраические структуры [9,10]
и структуры топологии, алгебры, функцио-
нального анализа [11,12]. Построение иерар-
хии классов, объектов с их принципами функ-
ционирования (свойства, методы, наследова-
ние, инкапсуляция, полиморфизм), в совре-
менных языках программирования, концепту-
ально есть иерархии математических струк-
тур и являют собой яркий пример дальнейше-
го развития и обобщения этого важнейшего
понятия на современном историческом этапе.

Для понимания математических основ
КМ требуются понятия разных математиче-
ских дисциплин: теории множеств и меры,
функционального анализа, абстрактной ал-
гебры, элементов топологии и теории групп,
спектральной теории операторов, дифферен-
цируемых многообразий, численного и при-
ближённого анализа. Аксиоматический метод
позволяет, при минимальных предположени-
ях, коротким дедуктивным путём получить
все нетривиальные и основополагающие ре-
зультаты КМ.

Книг, учебников, излагающих КМ чи-
сто математическим способом, в литературе
встречается немного за время её существо-
вания. Это уже упомянутая книга Дж. Фон
Неймана [6], Макки [13]. Имеется и россий-
ское издание — работа Фаддеева, Якубовско-
го [14], отличающаяся от [13] только несколь-
ко иным и урезанным выбором материала.
В работах [13, 14] под термином структура
понимается не математическая структура в
смысле, который в него вкладывала группа
Бурбаки, а понятие, которое объединяет в се-
бе математические объекты такие как: груп-
па, группы преобразований, векторные про-

странства, дифференцируемые многообразия,
риманова метрика с кинетической и потен-
циальной энергией и т.п. Изложение КМ в
изданиях, написанных крупными физиками,
таких как Л.Д. Ландау и Е.М. Лифшиц [15] и
во многих других добротных фундаменталь-
ных учебных изданиях, например [16–18], во-
все не содержится упоминания о математиче-
ских структурах, на основе которых строится
теория квантово-механических систем. В то
же время и в работах математиков, напри-
мер [19,20], совсем не упоминается о том, что
важным приложением теории операторов яв-
ляется КМ.

В этой заметке мы ставим цель показать,
как математическое понятие «структура» в
смысле, который в него вкладывала группа
Бурбаки, может быть увязана с богатством
математических представлений, используе-
мых при математическом изложении нере-
лятивистской КМ.

Аксиоматика квантовой механики

Структура (простая структура), соглас-
но [7], есть набор, состоящий из основного
множества-носителя (их может быть несколь-
ко, одно основное и другие дополнительные),
числовых множеств и отображений, заданных
на этих множествах, подчиняющихся конеч-
ному набору аксиом. В частности, элементар-
ная математика [9, 10] и ряд математических
структур [10–12] (топология, линейное нор-
мированное пространство, гильбертово и ба-
нахово пространства, поля, кольца, группы
и т.п.) рассматриваются как математические
структуры и при этом возникает иерархия
структур.

Покажем, что квантовую механику КМКМ
можно рассматривать как математическую
структуру, содержащую набор из трёх струк-
тур (составная структура) и перечислим все
отображения в ней

КМКМ = {HH ,AA,K}. (2)

Здесь HH есть структура гильбертова про-
странства

HH = {Ψ,C, 𝜓 + 𝜙, 𝑎 · 𝜙, ⟨𝜓,𝜙⟩ , ‖𝜙‖}, (3)

в котором 𝜙, 𝜓 ∈ Ψ — (основное множество-
носитель) множество векторов над полем ком-
плексных C чисел (дополнительное множе-
ство) с операциями отображениями: сложе-
ния 𝜓 + 𝜙 векторов, Ψ × Ψ → Ψ; умноже-
ния 𝑎 · 𝜙 векторов на числа 𝑎 ∈ C поля,
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C×Ψ→ Ψ; скалярным произведением ⟨𝜓,𝜙⟩
векторов Ψ×Ψ→ C; нормой ‖𝜙‖ векторов
Ψ → C, порождаемой скалярным произве-
дением. Системы аксиом HH даны, например
в [19,21–23]. На структуре комплексных чисел
C мы не останавливаемся, напомним толь-
ко, что в ней должна содержаться евклидова
норма (абсолютная величина) числа обозна-
чаемая через

|𝑎| = |𝑥+ 𝑦𝑖| =
√︀
𝑥2 + 𝑦2, 𝑎 ∈ C. (4)

В наборе KMKM рассматривается вторая струк-
тура AA. Структура отображений AA имеет в
качестве основного множества F множество
эрмитовых (линейных самосопряжённых) опе-
раторов, обозначаемых заглавными латински-
ми буквами А, B, D, . . . . Структура AA есть
набор операторов и операций над ними над
полем комплексных чисел C, аксиомы даны
в [6, 20–23].

AA = {F, 𝐴+𝐵, 𝑎 ·𝐴,𝐴𝐵, {𝐴,𝐵}, 𝑈𝑡}, (5)

где F — множество эрмитовых операторов
с линейными отображениями: 𝐴+𝐵 сложе-
ние операторов F×F→ F; 𝑎𝐴 — умножения
операторов на числа поля C×F→ F; и нели-
нейные отображения: 𝐴𝐵 — умножения (су-
перпозиция) операторов F× F→ F, которая
(совместно с 𝐴+𝐵) подчиняется трём акси-
омам ассоциативной алгебры с единицей [6];
{𝐴,𝐵} — квантовая скобка Пуассона над опе-
раторами (содержащая ~ — постоянную План-
ка) F × F → F, которая (совместно с 𝐴𝐵)
подчиняются двум аксиомам алгебры Ли [6].

Таким образом, структура AA является ли-
нейным пространством, ассоциативной алгеб-
рой и алгеброй Ли. Во множестве F вво-
дится эволюционный унитарный оператор
𝑈𝑡 : 𝜙(0) → 𝜙(𝑡), порождающий однопара-
метрическое семейство состояний, описыва-
ющий динамику системы Ψ → Ψ с течени-
ем времени 𝑡, который задаётся уравнением
Шрёдингера.

Физическая интерпретация математиче-
ских структур КМКМ обуславливается семью
аксиомами [17] относительно векторов «со-
стояний» 𝜓 и «наблюдаемых» 𝐴 квантовой
системы (структуры):

1) Состояния (первичное понятие) кванто-
вой системы описываются множеством векто-
ров 𝜓 ∈ Ψ (бесконечномерной) гильбертовой
HH структуры.

Большое значение в КМКМ имеет разложе-
ние элементов гильбертовых пространств в
бесконечный ряд (ряд Фурье) по ортонорми-
рованной системе базисных векторов. О вы-
боре базисных векторов говорят обычно как
о выборе представления. Конечный ряд при-
ближает элементы с некоторой точностью,
количеством элементов ряда 𝑛

𝜓 =
∑︁

𝑖

𝑎𝑖𝜙𝑖 ≈
𝑛∑︁

𝑖=0

𝑎𝑖𝜙𝑖, (6)

где коэффициенты выражаются через ска-
лярное произведение вектора состояния 𝜓 на
базисные вектора ряда 𝑎𝑖 = ⟨𝜓,𝜙𝑖⟩ ∈ C. При-
меры можно найти, например, в [19] и мно-
жестве других учебных изданиях.

2) Наблюдаемым (динамическим перемен-
ным) квантовой системы соответствуют эле-
менты 𝐴 ∈ F множества эрмитовых (в част-
ности унитарных) операторов структуры AA.

3) Результатами измерений наблюдаемой
𝐴 в состоянии 𝜓𝑖 являются собственные зна-
чения 𝑎𝑖уравнения на собственные значения

𝐴𝜓𝑖 = 𝑎𝑖𝜓𝑖, (7)

где 𝜓𝑖 — соответствующие собственные век-
тора состояний с собственными значениями
𝑎𝑖.

4) Вероятность 𝑊 получить в опыте зна-
чение 𝑎𝑖 при измерении наблюдаемой 𝐴 в нор-
мированном состоянии 𝜓 даётся квадратом
абсолютной величины скалярного произведе-
ния

𝑊 (𝑎𝑖) = |⟨𝜓𝑖, 𝜓⟩|2 , (8)
здесь 𝜓𝑖 — нормированный собственный век-
тор оператора (наблюдаемой) 𝐴, отвечающий
собственному значению 𝑎𝑖.

Все то новое, что привносит КМ по срав-
нению с классической механикой, относится,
по существу дела, к статическому описанию
структуры первыми четырьмя аксиомами и
вызывает по сей день обсуждение её гносео-
логических истоков, её мировоззренческого
влияния, выражающихся в 9 интерпретациях
КМ [4], многочисленных обсуждениях «запу-
танности» квантовых структур. Тогда как ди-
намика структуры практически переносится
из классической механики без существенных
добавлений и в гносеологическом смысле не
вызывает особых дискуссий.

Действительно, в КМКМ , как и в классиче-
ской, основными динамическими переменны-
ми являются координата 𝑥 и импульс 𝑝, а все
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остальные наблюдаемые выражаются через
них.

Для формулировки 5 и 6 аксиом КМКМ орга-
нически необходима структура классической
механики, поэтому в структуре КМКМ включа-
ется структура классической механики

K = {Z,R,G, z1 + z2, 𝑎z1,
⟨z1, z2⟩, ‖z‖ , 𝑉𝑡}, (9)

с 3-х мерным линейным евклидовым про-
странством Z, элементами z которого являют-
ся: вектора координат x, вектора импульсов
p или сил F, R — структура (поле) веществен-
ных чисел, с операциями сложения и умно-
жения чисел с хорошо известным конечным
списком аксиом. Z и R образуют линейное
векторное пространство над полем веществен-
ных чисел с двумя операциями: сложения
z1+z2 двух векторов Z×Z→ Z и умножения
𝑎z вектора на число Z × R → Z с 8 аксио-
мами и евклидовым скалярным произведени-
ем двух векторов ⟨z1, z2⟩ с четырьмя аксио-
мами, порождающими норму ‖z‖ =

√︀
⟨z, z⟩

с тремя аксиомами. Шестимерные вектора
s = (x,p)T ∈ 𝑋 образуют множество X — фа-
зовое пространство (дополнительное множе-
ство). Эволюционный оператор 𝑉𝑡, описываю-
щий динамику системы с течением времени 𝑡
в фазовом пространстве X состояний, порож-
дает однопараметрическое семейство состоя-
ний X→ X. Эволюционный оператор связан
с уравнениями Ньютона, который для одной
материальной точки в фазовом пространстве
можно записать в виде системы дифференци-
альных уравнений первого порядка

𝑑s
𝑑𝑡

= f, s(0) = s0, (10)

где f = (p/𝑚,F)T ∈ X — вектор импульса
и силы, действующей на материальную точ-
ку. Уравнение задаёт аксиому, выражающую
второй закон Ньютона. Если ввести функцию
Гамильтона в стандартных обозначениях

𝐻 =
‖p‖2
2𝑚

+ 𝑉 (x), (11)

то эволюция механической системы описыва-
ется уравнением Гамильтона

𝑑s
𝑑𝑡

=
𝜕𝐻

𝜕←−s , 𝑠(0) = 𝑠0, (12)

где
𝜕𝐻

𝜕←−s =

(︂
𝜕𝐻

𝜕p
,−𝜕𝐻

𝜕x

)︂T

— антисимметрич-

ное дифференцирование по векторному аргу-
менту s.

Множество G ∈ K — вещественных, бес-
конечно дифференцируемых функций 𝑓(s),
образующих линейное пространство наблюда-
емых в структуре K. Наблюдаемые выража-
ются через координаты и импульсы. Примера-
ми наблюдаемых могут служить координаты
вектора x и импульса p, функция Гамильтона,
момент импульса, кинетическая энергия си-
стемы, потенциальная энергия, полная энер-
гия и вообще любая функция 𝑔(s) от вектора
s координат и импульсов s = (x,p)T ∈ X.

Показывается, что любая наблюдаемая
удовлетворяет дифференциальному уравне-
нию с оператором — скобки Пуассона, с вы-
деленной наблюдаемой 𝐻 (функцией Гамиль-
тона), которая порождает однопараметриче-
ский оператор 𝑈𝑡

𝑑𝑔

𝑑𝑡
=
𝜕𝑔

𝜕𝑡
+ {𝐻, 𝑔} , 𝑔(0) = 𝑔0. (13)

В частности для 𝑔(𝑝, 𝑥), явно не зависящей
от времени, частная производная будет равна

нулю
𝜕𝑔

𝜕𝑡
= 0. Скобка Пуассона в структуре

K для двух наблюдаемых 𝐻, 𝑔 ∈ G опреде-
ляется формулой с двумя скалярными произ-
ведениями

{𝐻, 𝑔} =
⟨
𝜕𝐻

𝜕p
,
𝜕𝑔

𝜕x

⟩
−
⟨
𝜕𝐻

𝜕x
,
𝜕𝑔

𝜕p

⟩
, (14)

где
𝜕

𝜕p
,
𝜕

𝜕x
— операторы дифференцирования

по векторному аргументу. Скобка Пуассона
для координат векторов 𝑥𝑗 и 𝑝𝑘, очевидно,
удовлетворяет перестановочному соотноше-
нию

{𝑥𝑗 , 𝑝𝑘} = 𝛿𝑗𝑘, (15)
где 𝛿𝑗𝑘 — символ Кронекера, в частности
для фазовой плоскости p = 𝑝, x = 𝑥 име-
ем {𝑥, 𝑥} = 0, {𝑝, 𝑝} = 0, {𝑝, 𝑥} = 1.

Если под вектором g понимать набор на-
блюдаемых g = (𝑔1, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑘)

𝑇 , то (14) мож-
но записать в векторном виде

{𝐻,g} = ({𝐻, 𝑔1}, {𝐻, 𝑔1}, ..., {𝐻, 𝑔𝑘})T (16)

и тогда уравнение (13) можно также перепи-
сать для векторов в виде

𝑑g
𝑑𝑡

=
𝜕g
𝜕𝑡

+ {𝐻,g} , g(0) = g0. (17)
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Уравнение (17) представляет собой компакт-
ную и симметричную запись всей классиче-
ской механики. В частности из него следуют
уравнения Гамильтона, когда вместо g под-
ставляется p и x

𝑑x
𝑑𝑡

= {𝐻,x} = 𝜕𝐻

𝜕p
,

𝑑p
𝑑𝑡

= {𝐻,p} = −𝜕𝐻
𝜕x

.

(18)

Отображения 𝑉𝑡 : X→ X, связанные с функ-
цией Гамильтона, сохраняют все линейные
операции и операцию скобок Пуассона, тем
самым являясь автоморфизмом алгебры на-
блюдаемых.

Классическим координатам 𝑥𝑗радиуса
вектора x и координатам 𝑝𝑗 импульса p
в структуре КМКМ соответствуют операторы

𝑋𝑗 = 𝑥𝑗 и 𝑃𝑗 = −i~ 𝜕

𝜕𝑥𝑗
, не коммутирую-

щие между собой. Следующие пятая и ше-
стая аксиомы строят КМКМ согласно принци-
пу соответствия так, чтобы КМ примыкала
к классической настолько тесно, насколько
это вообще возможно, не допуская противо-
речия результатам эксперимента, и на этом
пути задаются новые наблюдаемые — кван-
товая скобка Пуассона {𝐴,𝐵} и коммутатор
[𝐴,𝐵] = 𝐴𝐵−𝐵𝐴, связанные простым равен-
ством

{𝐴,𝐵} = i~ [𝐴,𝐵] , (19)

где ~ — постоянная Планка, i — мнимая еди-
ница.

Интересная интерпретация квантовой ме-
ханики в духе классических представлений
сформулирована выдающимся физиком XX
столетия Р. Фейманом [4], так называемый
«интеграл по путям». В этой интерпретации
обобщается классическое понятие траектории.
Термин «путь» теперь обозначает траектории
некоторого числа частиц (ансамбля), рассмат-
риваемых вместе. Надо заметить, что, несмот-
ря на многочисленные интерпретации КМ
(кроме 9 рассмотренных в [4] имеются и дру-
гие, менее известные), они все выражаются
одна через другую. Аксиомы одной интерпре-
тации могут быть доказаны как теоремы с по-
мощью аксиом другой интерпретации. Дело
здесь обстоит аналогично с известными ак-
сиоматическими реализациями Евклидовой
геометрии, для которой построены разные
системы аксиом (Гильберта, Александрова,

Вейля, Погорелова, различные неполные си-
стемы для школьного курса геометрии).

Квантовые скобки Пуассона сохраняют
все хорошо известные свойства классических
скобок: антисимметричность, линейность по
каждой переменной, равенство нулю скобки
с константой, выполнение тождества Якоби,
свойства аналогичного правилу дифферен-
цирования произведения. В пятой аксиоме
впервые появляется универсальная кванто-
вая постоянная Планка ~.

5) Скобки Пуассона {𝑋𝑗 , 𝑃𝑘} удовлетворя-
ют перестановочным соотношениям

{𝑋𝑗 ,P𝑘} = i~𝛿𝑗𝑘I, (20)

где I — единичный оператор.
С помощью данных аксиом уже здесь до-

казываются теоремы о том, что среднее зна-
чение ⟨𝐴⟩ = 𝐴 наблюдаемой 𝐴 в состоянии 𝜙
даётся формулой

𝐴 = ⟨𝜙,𝐴𝜙⟩ , (21)

где⟨𝜙,𝐴𝜙⟩ — скалярное произведение векто-
ров и вторая теорема о фундаментальном
соотношении неопределённостей для средних
квадратичных флуктуаций динамических пе-
ременных ‖𝐴1‖ · ‖𝐴2‖ > 1/2~. Эти теоремы,
имеют далеко идущие последствия для всех
выводов КМКМ .

С помощью основных операторов 𝑋𝑗 и
𝑃𝑗 вводятся вторичные по отношению к ним
понятия наблюдаемых по аналогии с класси-
ческой механикой:
для радиуса вектора

r = i𝑥+ j𝑦 + k𝑧,

импульса

P = −i~∇ = i~
(︂
i
𝜕

𝜕𝑥
+ j

𝜕

𝜕𝑦
+ k

𝜕

𝜕𝑧

)︂
,

момента импульса

L = −𝑖ℎ(r×∇),
кинетической энергии

𝑇 =
1

2𝑚
𝑃 2 = − ℎ2

2𝑚
Δ =

= − ℎ2

2𝑚

(︂
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2

)︂
,

полной механической энергии (Гамильтониа-
на или Шрёдингера)

𝐻 = 𝑇 + 𝑈 = − ℎ2

2𝑚
Δ+ 𝑈.
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Здесь r × ∇ — векторное произведение,
𝑈 — оператор потенциальной энергии.

В структуре AA операторов, более других,
используется оператор 𝐻 — оператор Шре-
дингера, заданный для каждой физически
осмысленной задачи), например для кванто-
вого осциллятора равный

𝐻 = 𝑇 +𝑈 = 𝑇 +
𝑘

2
𝑋2 =

(︀
𝑃 2 +𝑚𝜛𝑋2

)︀
/2𝑚,

где𝑚— масса квантового объекта,𝜛 =
√︁

𝑘
𝑚 —

циклическая частота, 𝑘 — коэффициент ква-
зиупругой силы. Некоторые результаты и по-
ложения КМКМ известны как математические
результаты в гильбертовых пространствах,
в которых давно введены понятия: кольцо
операторов, операторы проекторы, самосо-
пряжённые, положительные, унитарные опе-
раторы [19–23], — и их свойства определяют
свойства квантовых систем.

Кругом этих аксиом определяется стати-
ка объектов КМКМ , описываемая путём мате-
матического решения стационарного уравне-
ния Шрёдингера и получение полного набора
всех собственных состояний (векторов) 𝜙𝑖 и
соответствующих им собственных значений
𝜆𝑖оператора Гамильтона.

Для предсказаний динамических харак-
теристик системы с течением времени 𝑡 по
произведённым измерениям их средних зна-
чений в момент 𝑡0 вводится новая аксиома с
эволюционным оператором 𝑈𝑡 : 𝜙(𝑡) = 𝑈𝑡𝜙(0),
который связан с уравнением Шредингера с
помощью следующей аксиомы.

6) Изменение во времени состояния 𝜙(𝑡)
описывается дифференциальным уравнением
Шредингера [17]

i~
𝑑𝜙(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐻𝜙(𝑡), 𝜙(0) = 𝜙0. (22)

Можно доказать теорему, важную для тео-
рии измерений: изменение среднего значения
наблюдаемой (самосопряжённого оператора),
которое в состоянии 𝜙(𝑡) определяется соот-
ношением 𝐴 = ⟨𝜙(𝑡), 𝐴𝜙(𝑡)⟩, будет задаваться
уравнением, аналогичным (13), но записан-
ный для операторов

𝑑𝐴

𝑑𝑡
=
𝜕𝐴

𝜕𝑡
+ {𝐻,𝐴}, (23)

где 𝐴 — эрмитов оператор некоторой дина-
мической переменной (наблюдаемой), завися-
щей от времени 𝐴(𝑡) (если такой зависимо-
сти нет, то первое слагаемое в правой части

пропадает) и сохраняются все операции 𝑎𝐴,
𝐴+𝐵,𝐴𝐵, {𝐴,𝐵} структуры AA.

Если гамильтониан не зависит от време-
ни, то эволюционный оператор имеет вид

𝑈𝑡 = exp

(︂
−𝑖𝐻

ℎ
𝑡

)︂
и является унитарным.

Далее чисто математически, разлагая 𝑈𝑡
в ряд Тейлора и принимая во внимание
𝐻𝜙𝑖 = (𝜆𝑖)𝜙𝑖, доказывается связь между
стационарным и эволюционным решениями
Шредингера

𝜙(𝑡) =

𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖 exp(−𝑖
𝜆𝑖
ℎ
𝑡)𝜙𝑖, (24)

здесь 𝜙𝑖, 𝜆𝑖 — собственные вектора и значения
оператора 𝐻, 𝛼𝑖 — коэффициенты разложе-
ния начального вектора 𝜙(0) по собственным
векторам оператора 𝐻.

В структуре AA вводится ещё наблюдае-
мая — оператор спина 𝑆 [15–18], необходи-
мость которого невозможно вывести из 6 ди-
намической аксиомы.

7) Спиновые состояния квантовой систе-
мы описываются оператором спина 𝑆 и его
некоммутирующими проекциями на декарто-
вы оси.

Отметим, что в релятивисткой КМ её ма-
тематическая структура такова, что спин 𝑆
появляется естественным образом из динами-
ческого уравнения Дирака и в дополнитель-
ной аксиоме не нуждается.

После формулировки аксиом все осново-
полагающие результаты КМКМ доказываются
как теоремы, вытекающие из данных аксиом.
Например, соотношение неопределённостей,
утверждения теорий F представлений (выбо-
ре определённого базиса), описания законо-
мерностей одномерных движений и движений
в центральном поле простых и сложных ато-
мов, объяснении спектральных серий щелоч-
ных металлов, переходы между стационарны-
ми состояниями, влияние магнитного поля
на уровни энергии, объяснение простого эф-
фекта Зеемана и опытов Штерна и Герлаха,
теория периодической системы Менделеева,
теории рассеяния и излучения и т.п.

Методы решения квантово-механических
задач вырастают из применения данных акси-
ом к различного рода квантово-физическим
задачам: задача механики частицы со спином,
задача о состоянии электрона в атоме, кванто-
вая теория простейших молекул, коллектив-
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ные явления в низкоразмерных структурах и
другие важные задачи.

Отметим ограниченность нерелятивист-
ской КМ, которая не даёт объяснения таким
задачам, в которых решающим образом про-
являет себя сильное ядерное взаимодействие
или скорости движения сопоставимые со ско-
ростью света или задач в области элемен-
тарных частиц. Новые задачи требуют при-
влечения новых составных математических
структур, относительно которых в теории эле-
ментарных частиц до сих пор нет ясности.
Вообще говоря, современная математика и
физика для объяснения реальности создаёт
различные математические структуры с пол-
ной аксиоматизацией, начало этому процессу
положено в работах Гильберта, заложившего
основы формализации геометрии, логики [24]
и на этом пути науке XX века и сегодняшнего
дня удаётся получать впечатляющие резуль-
таты.

Заключение

В статье показано, что в рамках под-
хода сформулированного группой Бурбаки,
квантовая механика есть составная структу-
ра, состоящая из трёх простых математиче-
ских структур, которые были изучены ещё
до создания квантовой механики, с известны-
ми списками аксиом: гильбертова простран-
ства комплекснозначных векторов с полем
комплексных чисел, пространства линейных
самосопряжённых операторов и структуры
классической механики. Физическая интер-
претация задаётся семью специальными акси-
омами, которые определяют своеобразие КМ
и задают правила перехода от классических
наблюдаемых к квантовым. Работа показыва-
ет построение физической теории на основе
общего математического подхода и разъясня-
ет предположения, минимально необходимые
для развития нерелятивистской квантовой
механики аксиоматическим методом.
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mathématique. 1948. P. 35–37.

8. Колмогоров А.Н. Математика — наука и про-
фессия. М.: Наука. Гл. ред. физ.-мат. лит.,
1988. 288 с.

9. Лебедев К.А. О методических и научных
принципах создания школьного учебника ма-
тематики серии «МГУ-школе». I. Числовые
системы (5–6 классы) // Математическое об-
разование. 2016. № 3(79). С. 3–20.

10. Лебедев К.А. Архитектура элементарной ма-
тематики. Краснодар: КубГУ, 2000. 34 с.

11. В.Л. ван дер Варден. Алгебра. М.: Наука.
1976. 647 с.

12. Лебедев К.А. Архитектура математики. То-
пология, алгебра и функциональный анализ.
Краснодар: КубГУ, 2001. 18 с.

13. Макки Дж. Лекции по математическим ос-
новам квантовой механики. М.: Мир, 1965.
130 с.

14. Фаддеев Л.Д., Якубовский О.А. Лекции
по квантовой механике для студентов-
математиков. Л.: Изд-во Ленингр. ун-та, 1980.
200 с.

15. Ландау П.Д., Лифшиц Е.М. Квантовая меха-
ника. Нерелятивистская теория. М.: Наука,
1989. 767 с.

16. Левич В.Г., Вдовин Ю.А., Мямлин В.А. Курс
теоретической физики. Т. 2. Квантовая ме-
ханика, квантовая статистика и физическая
кинетика. М.: Наука, 1971. 936 с.

17. Шпольский Э.В. Атомная физика. Ч. 2. М.:
Мир, 1974. 444 с.

18. Шифф Л. Квантовая механика. М.: Наука,
1959. 545 с.

19. Садовничий В.А. Теория операторов. М.: Выс-
шая школа, 1999. 368 с.

20. Гельфанд И.М. Лекции по линейной алгебре.
М.: Наука, 1971. 271 с.

21. Треногин В.А. Функциональный анализ. М.:
Физматлит, 1980. 495 с.

22. Колмогоров А.Н., Фомин С.С. Элементы тео-
рии функций и функционального анализа. М.:

72



Лебедев К. А., Тумаев Е.Н.

Наука, 1976. 542 с.
23. Канторович Л.В., Акилов Г.П. Функциональ-

ный анализ. М.: Наука. 1977. 760 с.
24. Гильберт Д., Бернайс П. Основания матема-

тики. М.: Наука, 1979. 558 с.

References
1. Serikov, A.A., Harkyanen, V.N. One-

dimensional steady migration of quantum
particles. Theoretical and mathematical physics,
vol. 78, iss. 1. 1989, pp. 82—88.

2. Tan, W.-C., Inkson, J.C. Magnetization, per-
sistent currents, and their relation in quan-
tum rings and dots. Phys. Rev. B, vol. 60,
1999, pp. 5626–5635. DOI: 10.1103/Phys-
RevB.60.5626

3. Margulis, V.A. Magnitnyy moment kol’tsa
Volkano [The magnetic moment of the Volcano
ring]. Fizika tverdogo tela [Solid State Physics],
2008, vol. 50 . pp. 148–153. (In Russian)

4. Styer, D.F., Balkin, M.S., Becker, K.M., Burns,
M.R., Dudley, C.E., Forth, S.T., Gaumer,
J.S, Kramer, M.A., Oertel, D.C., Park, L.H.,
Rinkoski, M.T., Smith, C.T., Wotherspoon, T.D.
Nine formulations of quantum mechanics. Am.
J. of Phys., 2002, vol. 70, pp. 288–297.

5. Belinskiy, A.V. Kvantovyye izmereniya [Quan-
tum measurements]. BINOM, Moscow, 2008. (In
Russian)

6. Neumann, J. Mathematical of Quantum Me-
chanics, Berlin 1932.

7. Bourbaki, N. L’Architecture des mathematiques.
In: Les grands courants de la pensée mathé-
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