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Abstract. In this work, a model for predicting effective elastic characteristics (components of
the tensor of effective elastic moduli) of foam polymer materials is constructed with consideration
of the volume content and shape of unidirectionally oriented non-isometric pores. The model is
based on a generalized singular approximation of random field theory. To calculate the effective
elastic characteristics of the foam polymers, an iterative method of self-consistency was used, and
the elastic modulus tensor values obtained at the previous iteration step were taken as parameters
of a homogeneous comparison body. The elastic parameters in the Voight approximation were
taken as the initial values of the parameters of the comparison body. This approximation does not
require the inversion of the singular matrix of the elastic moduli tensor for such a component of
foam polymers as pores filled with air. The usage of this approach allowed providing calculations
of the effective elastic moduli of porous materials.

Based on the developed model, a numerical simulation of the effective elastic characteristics of
the foamed epoxides and elastic anisotropy parameters in the directions of the axes of a rectangular
coordinate system was carried out in this work. An epoxy binder ED-20 was considered as a
matrix. It was reckoned that the pores have the form of ellipsoids of revolution oriented by their
main semiaxis along the vertical axis. Simulation considered a change in the volumetric content of
pores and a variation in their aspect ratio. Numerical calculations showed that with an increase
in porosity, the values of the effective elastic moduli decrease without becoming negative, i.e.
foams maintain their integrity at a high pore concentration. In addition, an increase in both the
volumetric content of pores and deviations from unity of the value of their aspect ratio leads to
increased anisotropy in the directions of all axes of the rectangular coordinate system (especially
along the direction of the vertical axis).

Keywords: modeling, foam-polymer material, foam-epoxy material, pores, epoxy binder, effective
elastic moduli, anisotropy.

Введение

Пористые полимерные материалы нахо-
дят широкое применение в промышленности.

Они используются в качестве теплоизоляци-
онных покрытий трубопроводов, плит стено-
вых панелей, как части конструкций, несу-
щих силовую нагрузку (например, в качестве
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элементов крыльев легких самолетов). Также
пенополимеры применяются в качестве функ-
циональных материалов, например, элемен-
тов фильтрующих устройств, фитилей для
подъема углеводородных жидкостей за счет
капиллярного эффекта, матриц-носителей ка-
тализаторов и так далее [1, 2]. Указанные по-
ристые структуры должны обладать меха-
нической прочностью, достаточной для их
длительной эксплуатации, хорошими тепло-
изолирующими, диэлектрическими характе-
ристиками, стойкостью к влиянию различ-
ных внешних эксплуатационных факторов.
Поэтому при разработке и создании пенома-
териалов со стабильными свойствами акту-
альными являются не только вопросы подбо-
ра и оптимизации состава компонентов, их
процентного содержания, но и задачи разра-
ботки теоретических моделей прогнозирова-
ния напряженно-деформированного состоя-
ния, теплопроводящих, диэлектрических и
других физико-механических характеристик
пористых сред.

К настоящему времени проведено множе-
ство исследований, посвященных практиче-
ским основам разработки и создания пено-
полимерных материалов и исследования их
свойств (см., например [3–6]). Однако следу-
ет констатировать определенное отставание
теории с точки зрения адекватного отраже-
ния характеристик реальных пеноматериалов
от практики их создания. Поэтому проблема
разработки теоретических методов прогнози-
рования физико-механических свойств пено-
материалов с учетом взаимодействия их эле-
ментов неоднородности является актуальной.
При этом сочетание теоретических и экспери-
ментальных исследований является подходом,
позволяющий эффективнее создавать новые
пенополимерные материалы с заранее задан-
ными свойствами.

Численное моделирование упругих
свойств пористозаполненных (жидкостью
или газом) неоднородных сред затруднено
по причине того, что значения сдвигового
модуля упругости для пор, рассматривае-
мых как включения, находящиеся в жидкой
или газообразной фазе, близки к нулю (а
значит, матрица тензора модулей упруго-
сти является вырожденной) [7–12]. С целью
преодоления возникающих по этой причине
вычислительных проблем в работах [8–12]
для прогнозирования эффективных (эксплу-
атационных) упругих характеристик неод-

нородных сред использовалось обобщенное
сингулярное приближение теории случай-
ных полей (ОСП) [13] в варианте метода
самосогласования [13–15]. Аналогичный под-
ход используется и в настоящей работе при
моделировании эксплуатационных упругих
характеристик пенополимерных материалов
с неизометричными порами.

1. Построение модели

Эффективные упругие характеристики
определяются с помощью тензора четверто-
го ранга c*, связывающего средние значения
напряжений ⟨𝜎𝑖𝑗(r)⟩ и деформаций ⟨𝜀𝑘𝑙(r)⟩ в
пенополимерном материале:

⟨𝜎𝑖𝑗(r)⟩ = 𝑐*𝑖𝑗𝑘𝑙 ⟨𝜀𝑘𝑙(r)⟩ , 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 = 1, 2, 3.

Здесь r — радиус-вектор случайной точки по-
ристой среды; символ «*» обозначает, что
рассматриваются эффективные характери-
стики; угловые скобки определяют статисти-
ческое усреднение по объему неоднородной
среды [13,14].

Отметим, что для композита с изотроп-
ными компонентами операция усреднения по
всему объему материала для некоторой слу-
чайной величины b сводится к суммированию

⟨b⟩ =
∑︁

𝑠

𝑣𝑠b𝑠, (1.1)

где 𝑣𝑠 — объемное содержание изотропного
компонента 𝑠-го типа, при этом

∑︀
𝑠
𝑣𝑠 = 1,

а b𝑠 — соответствующая этому компоненту
случайная величина [13,14].

Для приближений, учитывающих взаимо-
действие элементов неоднородности, формулу
для вычисления компонент тензора эффек-
тивных модулей упругости c* можно полу-
чить, решая уравнение равновесия (систему
дифференциальных уравнений второго по-
рядка со случайными кусочно-однородными
коэффициентами) [13, 14]. Используя метод
функций Грина, с помощью ОСП [13] и специ-
ально вводимого однородного тела сравнения
формула для c* имеет вид (индексы опуще-
ны) [13,14]

c* =
⟨
c(r)

(︀
I− g(r)c′′(r)

)︀−1
⟩
×

×
⟨(︀

I− g(r)c′′(r)
)︀−1
⟩−1

, (1.2)

23



Моделирование эффективных упругих характеристик пенополимерных материалов. . .

а) б)

Рис. 1. Микрофотографии структуры пенополимеров [6]

где I — единичный тензор; c(r) — тензор мо-
дулей упругости; двумя штрихами обозначе-
на разность между соответствующими пара-
метрами неоднородной среды и однородно-
го тела сравнения, характеристики которого
обозначаются далее верхним символом «с»:
c′′(r) = c(r) − cc; g(r) — интеграл от син-
гулярной составляющей второй производной
тензора Грина уравнений равновесия. Для вы-
числения компонент 𝑔𝑖𝑗𝑘𝑙 тензора g(r) необ-
ходимо вначале осуществить расчеты ком-
понент 𝑎𝑖𝑘𝑙𝑗 тензора четвертого ранга A, а
затем в 𝑎𝑖𝑘𝑙𝑗 по двум парам индексов (𝑖, 𝑗 и
𝑘, 𝑙) провести операцию симметризации [13].
Компоненты 𝑎𝑖𝑘𝑙𝑗 тензора A вычисляются с
помощью соотношения

𝑎𝑖𝑘𝑙𝑗 = − 1

4𝜋

∫︁
𝑛𝑘𝑛𝑗 𝑡

−1
𝑖𝑙 𝑑Ω, (1.3)

где 𝑑Ω = sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜙 — элемент телесного угла
в сферической системе координат, 𝑡−1

𝑖𝑙 — эле-
менты матрицы, обратной матрице T с эле-
ментами 𝑡𝑖𝑙 = 𝑐c𝑖𝑘𝑙𝑗𝑛𝑘𝑛𝑗 , 𝑛𝑘 и 𝑛𝑗 (𝑘, 𝑗 = 1, 2, 3) —
компоненты вектора внешней нормали к по-
верхности включения. Для включений эллип-
соидальной формы с полуосями 𝑙1, 𝑙2 и 𝑙3
компоненты вектора нормали определяются
соотношениями

𝑛1 = 𝑙−1
1 sin 𝜃 cos𝜙, 𝑛2 = 𝑙−1

2 sin 𝜃 sin𝜙,

𝑛3 = 𝑙−1
3 cos 𝜃.

Далее в работе рассматривались пенополи-
мерные материалы с однонаправленно ориен-
тированными неизометричными порами. По-
лагалось, что форма пор близка к эллипсои-
дальной. В качестве подтверждающего при-
мера на рис. 1 приведены микрофотографии
двух различных морфологических типов пе-
нополимеров (форма и значения полуосей эл-
липсоидов зависят от технологических режи-
мов создания пористых структур) [6].

2. Проведение модельных расчетов

Для проведения численных модельных
расчетов в работе рассматривались пеноэпок-
сиды с порами эллипсоидальной формы, на-
полненными воздухом (компонент 1-го типа).
Объемный модуль воздуха полагался равным
1,21·10−4 ГПа, сдвиговый модуль — 0 ГПа [16].
В качестве матрицы пеноэпоксидов (компо-
нент 2-го типа) рассматривалось связующее
ЭД-20 (модуль Юнга при сжатии — 3,8 ГПа,
коэффициент Пуассона — 0,39) [17]. Пола-
галось, что эллипсоидальные поры ориенти-
рованы вдоль оси 𝑧 прямоугольной системы
координат и имеют длины полуосей 𝑙1, 𝑙2 и 𝑙3
(𝑙1 = 𝑙2).

С учетом (1.1), выражение (1.2) для вы-
числения эффективных упругих характери-
стик композитов с изотропными компонента-
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а) б)

в)

Рис. 2. Зависимости значений ненулевых элементов 𝑐*𝑖𝑗 (ГПа) матрицы тензора c* пеноэпоксидов от
пористости 𝑣1: а) 𝑐*11, 𝑐*22, 𝑐*33; б) 𝑐*44, 𝑐*55, 𝑐*66; в) 𝑐*12, 𝑐*13, 𝑐*23

ми имеет вид

c* =

(︃∑︁

𝑠

𝑣𝑠c𝑠 (I− g𝑠(c𝑠 − cc)) −1

)︃
×

×
(︃∑︁

𝑠

𝑣𝑠 (I− g𝑠(c𝑠 − cc))−1

)︃−1

, (2.1)

где c𝑠 — тензор модулей упругости компо-
нента 𝑠-го типа; g𝑠 — тензор g(r), соответ-
ствующий компоненту композита 𝑠-го типа,
вычисляемый с помощью соотношения (1.3)
и последующей процедуры симметризации.

Эффективные упругие характеристики
модельных пеноматериалов вычислялись по
формуле (2.1) в приближении самосогласо-
вания [13–15]. С этой целью, как и в рабо-
тах [10–12], была организована итерационная
процедура, в которой в качестве параметров

cc тела сравнения брались значения тензо-
ра модулей упругости (в матричной форме
записи), полученные на предыдущем шаге
итерации. В качестве начальных значений
параметров тела сравнения брались упру-
гие характеристики в приближении Фойгта
cVoight =

∑︀
𝑠
𝑣𝑠c𝑠 [13]. Выбор нулевого при-

ближения Фойгта был обусловлен тем, что
при данном подходе не требуется обращение
вырожденной матрицы тензора модулей упру-
гости для такого компонента пеноматериала
как поры, наполненные воздухом. Выход из
итерационной процедуры происходил, когда
максимальная разница между соответствую-
щими элементами матрицы тензора cc состав-
ляла менее 0,01 ГПа. При этом считалось, что
матрица cc, полученная на последнем шаге
итерационной процедуры, является матрицей
c*.
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а) б)

Рис. 3. Зависимости значений параметров упругой анизотропии а) 𝐴𝑥 и б) 𝐴𝑧 пеноэпоксидов от
пористости 𝑣1: 1 — 𝑎 = 0,2; 2 — 𝑎 = 0,5; 3 — 𝑎 = 1; 4 — 𝑎 = 2; 5 — 𝑎 = 5

Численное моделирование, проведенное
по соотношению (2.1) для различных значе-
ний объемного содержания (𝑣1) и аспектно-
го отношения (𝑎 = 𝑙3/𝑙1) однонаправленно
ориентированных неизометричных пор, по-
казало, что пеноматериалы с порами, форма
которых близка к сферической (𝑙1 = 𝑙2 = 𝑙3),
обладали изотропией эффективных упругих
свойств, т.к. для ненулевых элементов 𝑐*𝑖𝑗
(𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 6) симметрической матрицы
c* выполнялись равенства 𝑐*11 = 𝑐*22 = 𝑐*33,
𝑐*12 = 𝑐*13 = 𝑐*23, 𝑐*44 = 𝑐*55 = 𝑐*66 = 0,5(𝑐*11− 𝑐*12).
При наличии однонаправленно ориентирован-
ных пор (𝑙1 = 𝑙2 ̸= 𝑙3) пеноэпоксиды обладали
гексагональной симметрией эффективных ха-
рактеристик, т.к. выполнялись соотношения
𝑐*11 = 𝑐*22 ̸= 𝑐*33, 𝑐*12 ̸= 𝑐*13 = 𝑐*23, 𝑐*44 = 𝑐*55 ̸= 𝑐*66
и 𝑐*66 = 0,5(𝑐*11 − 𝑐*12) [13].

На рис. 2 приведены результаты числен-
ных расчетов значений ненулевых элементов
𝑐*𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, . . . ,6) матрицы тензора c* (ГПа)
модельных пеноэпоксидов от изменения их
пористости (объемного содержания пор) 𝑣1.
При этом на рис. 2 показаны три случая воз-
можных значений параметра 𝑎 = 𝑙3/𝑙1:

– 𝑎 = 1 (поры имеют сферическую фор-
му);

– 𝑎 = 0,2 (поры имеют форму плоских
дисков);

– 𝑎 = 5 (поры имеют веретенообразную
форму).

На рис. 3 приведены результаты числен-
ных расчетов значений параметров упругой
анизотропии 𝐴𝑥 (рис. 3а) и 𝐴𝑧 (рис. 3б) пе-

ноэпоксидов в направлениях осей 𝑥 и 𝑧 пря-
моугольной системы координат соответствен-
но [13,14]:

𝐴𝑥 =
𝑐*11 − 𝑐*12
2𝑐*44

, 𝐴𝑧 =
𝑐*33 − 𝑐*23
2𝑐*66

.

Расчеты учитывали изменение пористости 𝑣1
и вариацию аспектного отношения пор 𝑎. Зна-
чения параметра анизотропии 𝐴𝑦 в направле-
нии оси 𝑦 совпадают со значениями 𝐴𝑥 в силу
структуры рассматриваемых материалов. По-
этому значения 𝐴𝑦 на рис. 3 не показаны.

Заключение

В работе построена теоретическая модель
прогнозирования эффективных упругих ха-
рактеристик пенополимерных материалов с
учетом объемного содержания и формы од-
нонаправленно ориентированных неизомет-
ричных пор. Модель опирается на ОСП, при
этом для вычисления эффективных упругих
характеристик пеноматериалов использовал-
ся итерационный метод самосогласования с
выбором в качестве начальных значений па-
раметров однородного тела сравнения (ис-
пользование тела сравнения составляет осно-
ву метода ОСП) эффективных упругих ха-
рактеристик неоднородных материалов в при-
ближении Фойгта. Данное приближение не
требует обращения вырожденной матрицы
тензора модулей упругости для такого компо-
нента пеноматериала как поры, наполненные
воздухом.
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На основании проведенных исследований
можно также заключить следующее.

– Разработанный подход к вычислению
эффективных модулей упругости пенополи-
мерных материалов является адекватным.
Это подтверждается тем, что при отсутствии
пор (𝑣1 = 0) значения эффективных модулей
упругости – элементов 𝑐*𝑖𝑗
(𝑖 , 𝑗 = 1 , ... , 6) матрицы тензора c* – сов-
падают с аналогичными характеристиками
эпоксидного связующего ЭД-20. Кроме то-
го, при увеличении пористости значения 𝑐*𝑖𝑗
уменьшаются, не становясь при этом отри-
цательными, т.е. пеноматериалы сохраняют
свою целостность при высокой концентрации
пор.

– Численное моделирование эффективных
упругих характеристик пеноэпоксидов с од-
нонаправленно ориентированными неизомет-
ричными порами показало, что увеличение
как объемного содержания пор 𝑣1, так и от-
клонения от единицы значения их аспектного
отношения (параметр 𝑎) приводит к усиле-
нию анизотропии в направлениях всех осей
прямоугольной системы координат (особенно
вдоль направления вертикальной оси 𝑧).
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