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Abstract. The dynamic contact problem of vibrations of a rigid punch on a semi-infinite
heterogeneous foundation, consisting of a viscoelastic skeleton and a viscous fluid, is considered,
taking into account friction in the contact area and phase interaction. The microstructure of the
base is taken into account in the framework of the model of a heterogeneous medium, which is
described by the Biot-Frenkel equations. The boundary value problem using the Fourier transform
is reduced to an integral equation of the first kind with a difference kernel. After regularization the
integral equation by explicitly identifying the singularity of its kernel, the solution is constructed
approximately, while the numerical discretization of the contact area is carried out on the basis
of the boundary element method. Approximate solutions are constructed that describe contact
pressures and tangential displacements under the punch. The calculations were carried out for
an oil-filled composite based on aromatic polyamide phenylone containing an aluminosilicate
nanosized additive bentonite. The dependences of the propagation of surface waves with an
increase in the viscosity and permeability of the base, the influence on the contact stresses of the
oscillation frequency, porosity and permeability of a heterogeneous medium, and fluid viscosity are
investigated. At low values, an increase in viscosity and a decrease in the permeability coefficient
of the composite reduces the asymmetry of the distribution of contact stresses, and causes the
maximum stress in the contact area to move during the oscillation period. At higher frequencies
and higher viscosity, the effect of stress stabilization under the punch far from its edges is observed.

Keywords: dynamic contact problem, friction and oscillation in contact domain, interaction
liquid and elastic foundation media.

Введение

В связи с широким применением поли-
мерных композиционных материалов, обла-
дающих антифрикционными свойствами, ак-
туальной и практически не исследованной
является задача изучения влияния динамиче-
ских явлений, возникающих при вибрации в
такой трибосистеме. Общепринято в качестве
математической модели для изучения трибо-
логических процессов использовать контакт-
ные задачи для оснований различных физи-
ческих свойств. Контактные динамические
задачи для упругих слоистых оснований ис-
следованы в фундаментальных работах [1, 2],
контактные задачи в квазистатической поста-
новке о движении системы штампов по упру-

гим и вязкоупругим основаниям изучались в
монография [3], контактные задачи в квази-
статической постановке при учете внутренней
микроструктуры основания исследовались в
работах [4,5]. В работах авторов [6,7] построе-
но решение динамической контактной задачи
о колебаниях жесткого штампа на полуогра-
ниченном вязкоупругом гетерогенном основа-
нии при учете трения в области контакта. При
этом микроструктура основания учитывалась
как в рамках модели микромеханики [6], так
и модели среды Био–Френкеля [7]. Как разви-
тие работы [7] в настоящей статье рассматри-
вается влияние взаимодействия вязкого флю-
ида и вязкоупругой матрицы двухфазного
основания на напряженно-деформируемое со-
стояние гетерогенной среды при колебаниях
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штампа на ее поверхности. Применением пре-
образования Фурье краевая задача сведена
к интегральному уравнению первого рода,
для решения которого предложен метод гра-
ничных элементов. Исследована зависимость
контактных напряжений от частоты колеба-
ний, пористости и проницаемости гетероген-
ной среды и вязкости флюида.

1. Постановка и решение контактной
задачи

Рассмотрим установившийся режим коле-
баний с частотой 𝜔 жесткого штампа с плос-
ким основанием на поверхности гетероген-
ного полупространства при учете трения в
области контакта. Считаем, что штамп и гра-
ница полупространства непроницаемы для
жидкой фазы. В декартовой системе коорди-
нат плоская область, занятая гетерогенной
средой |𝑥1| < ∞, 𝑥2 6 0, представлет собой
вязкоупругую матрицу, поры которой запол-
нены вязким флюидом. Колебания штампа
шириной 2𝑎 вызваны приложенной к нему
нагрузкой P = {0, 𝑃 𝑒−𝑖𝜔𝑡}. Будем считать,
что в области контакта |𝑥1| 6 𝑎 нормаль-
ные и касательные напряжения связаны за-
коном Амонтона–Кулона. Для учета внутрен-
ней микроструктуры основания используем
модель гетерогенной двухфазной среды Био–
Френкеля в терминах перемещений [8]:

𝑁Δu+∇ ((𝐴+𝑁)∇u+𝑄∇v))+

+ 𝜔2(𝜌11u+ 𝜌12v) + 𝑖𝜔𝑏 (u− v) = 0,

∇ (𝑄∇ · u+𝑅∇v))+

+ 𝜔2(𝜌12u+ 𝜌22v)− 𝑖𝜔𝑏 (u− v) = 0, (1.1)

где 𝐴, 𝑁 , 𝑄, 𝑅, 𝜌11, 𝜌12, 𝜌22 — механиче-
ские характеристики двухфазной среды [8],
𝑒𝑖𝑗 , 𝜀𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2 — тензоры деформации, со-
ответствующие векторам перемещений твер-
дой фазы u{𝑢1, 𝑢2} и жидкой фазы v{𝑣1, 𝑣2},
𝑒 = ∇u, 𝜀 = ∇v, 𝑏 = 𝑚2𝜂𝑘−1

𝑜 , а 𝜂, 𝑘𝑜 —
динамическая вязкость флюида и проница-
емость среды соответственно. Полный тен-
зор напряжений, действующий в пороупру-
гой среде — Γ𝑖𝑗 = 𝜎𝑠𝑖𝑗 + 𝛿𝑖𝑗𝜎

𝑓 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2,
𝜎𝑠𝑖𝑗 = 𝐴𝑒𝛿𝑖𝑗+2𝑁𝑒𝑖𝑗+𝑄𝜀𝛿𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2 — тензор
напряжений, действующий на вязко-упругий
скелет, 𝜎𝑓 = 𝑄𝑒+𝑅𝜀 — давления, действую-
щие на жидкость в порах, 𝛿𝑖𝑗 — символ Кро-
некера. Вязкость матрицы композита учте-
на в рамках модели частотно-независимого
внутреннего трения. В этом случае модуль
сдвига имеет вид 𝑁 ∼ 𝑁(1 + 𝑖𝛽), где величи-
на 𝛽 пропорциональна коэффициенту потерь

вязкоупругого материала и может быть опре-
делена экспериментально. Вследствие этого
присутствует малая комплексная составляю-
щая в коэффициентах уравнения (1.1) 𝑁 , 𝐴,
𝑄, 𝑅 [9].

Поскольку режим колебаний установив-
шийся, отделим временной множитель и изло-
жение будем вести для безразмерных ампли-
тудных значений соответствующих функций,
при этом линейные размеры отнесены к полу-
ширине штампа, а напряжения — к модулю
сдвига 𝑁 матрицы. Граничные условия зада-
чи имеют вид

Γ21(𝑥1,0) = 𝜇Γ22(𝑥1,0), |𝑥1| 6 1,

𝑢2(𝑥1,0) = 𝑣2(𝑥1,0) = 𝛿, |𝑥1| 6 1,

Γ22(𝑥1,0) = 0, 𝑢2(𝑥1,0) = 𝑣2(𝑥1,0),

|𝑥1| > 1,

(1.2)

где 𝛿 — заданная осадка штампа, 𝜇 — коэффи-
циент трения. Замыкают постановку краевой
задачи (1.1)–(1.2) условия излучения волн на
бесконечность. Будем разыскивать контакт-
ные давления и горизонтальные смещения
𝑢1(𝑥1,0) под штампом.

Далее представим перемещения в виде
двух скалярных и векторного потенциалов.
В результате уравнения (1.1) расщепятся на
три волновые уравнения, а потенциалы будут
соответствовать трем типам волн, распростра-
няющихся в гетерогенной среде [10]. После
применения к соотношениям (1.1)–(1.2) пре-
образования Фурье по переменной 𝑥1 постро-
им K(𝛼, 𝑥2), K𝑣(𝛼, 𝑥2) — матрицы Грина для
перемещений скелета и флюида соответствен-
но [10]. Окончательно, используя обратное
преобразование Фурье, получим связь пере-
мещений и напряжений двухфазной среды

𝑢 (𝑥1,0) =
1

2𝜋

∫︁

ϒ

𝐾(𝛼,0)Q(𝛼)𝑒−𝑖𝛼𝑥1𝑑𝛼,

𝑣(𝑥1,0) =
1

2𝜋

∫︁

ϒ

𝐾𝑣(𝛼,0)Q(𝛼)𝑒−𝑖𝛼𝑥1𝑑𝛼,

𝑄(𝛼) =

∞∫︁

−∞

𝑞 (𝑥1)𝑒
𝑖𝛼𝑥1𝑑𝑥1,

𝑞 (𝑥1) = {Γ21 (𝑥1) ,Γ22 (𝑥1)} ,

(1.3)

где 𝛼 — параметр преобразования Фурье, а
контур ϒ выбирается в соответствии с услови-
ями излучения волн на бесконечность. После
удовлетворения граничных условий (1.2) в
соотношениях (1.3) получаем интегральное
уравнение с разностным ядром относительно
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неизвестного нормального контактного дав-
ления

1∫︁

−1

𝑘(𝑥1 − 𝜉)𝑞2(𝜉)𝑑𝜉 = 𝛿,

Γ22(𝑥1,0) = 𝑞2 (𝑥1) , |𝑥1| 6 1.

(1.4)

Ядро интегрального уравнения (1.4) имеет
вид

𝑘(𝑥1 − 𝜉) =

∫︁

ϒ

𝐾(𝛼)𝑒𝑖(𝑥1−𝜉)𝛼𝑑𝛼,

𝐾(𝛼) = 𝜇𝐾21(𝛼) +𝐾22(𝛼),

(1.5)

где функции 𝐾𝑖𝑗(𝛼), 𝑖, 𝑗 = 1, 2 — элементы
матрицы Грина для гетерогенного полупро-
странства с непроницаемой границей, их крат-
кий вид и свойства описаны в [7,10]. Приведем
асимптотическое поведение этих функций на
бесконечности:

lim
𝛼→∞

𝐾𝑖𝑖(𝛼) =
𝑑𝑖𝑖
|𝛼| ,

lim
𝛼→∞

𝐾𝑖𝑗(𝛼) =
𝑑𝑖𝑗
𝛼
, 𝑖 ̸= 𝑗.

Выражение для 𝑑𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2. зависят от
механических характеристик основания и не
приводится в виду громоздкости.

Аналитико-численные методы решения
интегральных уравнений с разностным яд-
ром развиты в работах школы академика Ба-
бешко В.А. [1, 2]. В настоящей работе чис-
ленная реализация интегрального уравнения
(1.4) с разностным ядром (1.5) выполнена на
основе метода граничного элемента [11], при-
чем предварительно выделяется логарифми-
ческая особенность в интегральном уравне-
нии (1.4), ядро которого приобретает следую-
щий вид [7]:

𝑘(𝑥1 − 𝜉) =

= 𝐼(𝑥1 − 𝜉) +𝐾0(𝑅 |𝑥1 − 𝜉|)/𝜋,
𝐼(𝑥1 − 𝜉) =

=
1

2𝜋

∫︁

ϒ

(︂
𝐾(𝛼)− 𝑑22√

𝛼2 +𝑅2

)︂
×

×𝑒𝑖(𝑥1−𝜉)𝛼𝑑𝛼,

(1.6)

𝐾0(𝑧) — функция Макдональда нулевого по-
рядка [12].

Проведем дискретизацию области контак-
та, выбрав точки разбиения 𝑥1𝑖, 𝑖 = 1, 𝑁 , рав-
номерно распределенными с шагом ℎ = 2/𝑁
на отрезке [−1+ ℎ/2,1− ℎ/2], функция 𝑞2(𝑥1)

постоянна в пределах каждого из элементов
разбиения 𝑞2(𝑥1)|𝑥1𝑖<𝑥<𝑥1𝑖+1

= 𝑞2(𝑥1𝑖) = 𝑞𝑖,
𝑖 = 1, 𝑁 . В качестве узлов выбраны сере-
дины соответствующих отрезков разбиения
[𝑥1𝑖; 𝑥1𝑖+1], 𝑖 = 1, 𝑁 . Таким образом, реше-
ние интегрального уравнения (1.4) сводится к
конечной системе линейных алгебраических
уравнений 𝑁 порядка относительно неизвест-
ных 𝑞𝑖, 𝑖 = 1, 𝑁 . Система обладает квазидиа-
гональной матрицей

𝑁∑︁

𝑚=1

𝑟𝑚𝑛𝑞𝑛 = 𝛿/ℎ; 𝑚,𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑁,

𝑟𝑚𝑛 =

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐼(𝑥1𝑚 − 𝜉𝑛)+

+ 𝑑0 (𝐸𝑟𝑓(𝑧2)− 𝐸𝑟𝑓(𝑧1)) /ℎ,

𝑚 ̸= 𝑛,

𝐼(𝑥1𝑛 − 𝜉𝑛)+

+ 2𝑑22𝐸𝑟𝑓(
√︀
ℎ𝑅/2)/ℎ,

𝑚 = 𝑛,

𝑑0 =

√
2𝜋

𝑅
𝑑22 sign(𝑥1𝑚+1 − 𝜉𝑛),

𝑧1 =
√︀

(𝑥1𝑚 − 𝜉𝑛)𝑅;

𝑧2 =
√︀

(𝑥1𝑚+1 − 𝜉𝑛)𝑅,

(1.7)

где 𝐸𝑟𝑓(𝑧) — интеграл вероятности [13]. Ин-
теграл 𝐼(𝑥1𝑚 − 𝜉𝑛) вычисляется интегриро-
ванием по контуру ϒ в комплексной плос-
кости. Контур интегрирования выбирается
в соответствии с условиями излучения так,
чтобы перемещения поверхности гетерогенно-
го полупространства убывали при удалении
от вибрирующего штампа. Этот выбор произ-
водится после нахождения полюсов и точек
ветвления подынтегральных функций в (1.6)
и их анализа при стремлении внутреннего тре-
ния среды к нулю. Отметим, что для анализа
скорости сходимости процесса оценивались
элементы невязки для количества разбиений
𝑁 и 3𝑁 . Измельчение сетки производилось до
относительного значения невязки, меньшего
чем 10−5.

Горизонтальные смещения под штампом
определялись через элементы матрицы Грина
среды 𝐾11(𝛼), 𝐾12(𝛼) и контактные давления

𝑢1(𝑥1) =

=
1

2𝜋

𝑁∑︁

𝑛=1

𝑞𝑛

𝜉𝑛+1∫︁

𝜉𝑛

∫︁

ϒ

(𝜇𝐾11(𝛼) +𝐾12(𝛼))×

× 𝑒𝑖𝛼(𝑥1−𝜉)𝑑𝛼𝑑𝜉, 𝜉𝑛 ∈ (−1,1).

31



Беляк О. А., Суворова Т. В.

Таблица 1. Зависимость волновых чисел 𝜁1, 𝜁2 от фрикционного взаимодействия фаз

𝑚 𝜂/𝑘𝑜 · 1010 кгм−3с−1 𝜁1 𝜁2

0.05

0 0,044950− 0,001094i −0,134290− 0,018495i
0,5 0,044918− 0,00112i −1,838010− 2,420243i
3,0 0,044918− 0,001113i −4,497266− 5,932086i
5.5 0,044918− 0,001113i −6,088722− 8,032541i
8,0 0,044918− 0,001113i −7,343001− 9,687817i
10,5 0,044918− 0,001113i −8,412300− 11,098913i
12,0 0,044918− 0,001113i −8,993057− 11,865290i

0.2

0 0,041009− 0,000344i −0,070320− 0,004072i
0,5 0,042715− 0,001046i −3,962442− 4,451544i
3,0 0,042715− 0,001046i −9,705332− 10,904571i
5,5 0,042715− 0,001046i −13,141004− 14,764927i
8,0 0,042715− 0,001046i −15,848612− 17,807204i
10,5 0,042715− 0,001046i −18,156845− 20,400733i

2. Результаты численного анализа

Расчеты проводились для маслонаполнен-
ного композита на основе ароматического по-
лиамида фенилона ФС-2, содержащего алю-
мосиликатную наноразмерную добавку бен-
тонит. Такая гетерогенная среда имеет поры,
насыщенные вязкой фракцией (цилиндровое
или индустриальное масло), кроме этого, со-
держит глинистые наночастицы. Прилипание
глинистых частиц к стенкам пор увеличивает
поверхность порового пространства и шеро-
ховатость стенок, что, в свою очередь, уси-
ливает вязкую диссипацию вследствие фрик-
ционных сил между матрицей и флюидом.
Экспериментальное определение коэффици-
ента взаимодействия фаз, проницаемости та-
кого композита является весьма сложной и
трудоемкой, а подчас и недостижимой в со-
временных условиях задачей. В работе [14] на
основании метода конечных элементов моде-
лировались зависимости коэффициента про-
ницаемости от извилистости пор и формы ча-
стиц, образующих упругий скелет. Известны
данные для искусственных и природных сред,
содержащих глинистые частицы, что коэффи-
циент проницаемости находится в достаточно
широком интервале 10−14–10−10 м2 [14–17].
В соответствии с изложенным выше, прове-
дем исследования для вариации степени вза-
имодействия фаз, вязкости флюида в порах.
Модули объемного сжатия матрицы компо-
зита, состоящей из фенилона с добавлением
5 % масс. бентонита [18], в зависимости от по-
ристости были рассчитаны на основе метода
самосогласования [19]. При расчетах принято
𝐾𝑠 = 6,52 ГПа, 𝐾𝑓 = 2 ГПа, 𝑁 = 2,399 ГПа,

𝜌𝑠 = 1,4 · 103 кг/м3, 𝜌𝑓 = 0,95 · 103 кг/м3,
𝐾𝑏 (𝑚 = 0,05) = 5,59 ГПа, 𝐾𝑏 (𝑚 = 0,1) =
= 4,78 ГПа, 𝐾𝑏 (= 0,15) = 4,07 ГПа, 𝐾𝑏(𝑚 =
= 0,2) = 3,44 ГПа, извилистость поровых
каналов соответствовала случаю частиц сфе-
рической формы [14], 𝜔 = 50 Гц, 𝜇 = 0,3, 𝛽 =
= 0,05. Основное взаимодействие фаз опреде-
ляется в модели Био параметром 𝑏, входящим
в определяющие уравнения (1.1), выражение
которого показывает его пропорциональность
динамической вязкости жидкой фазы, пори-
стости и обратную пропорциональность коэф-
фициенту проницаемости. При этом влияние
динамического коэффициента 𝜌12 по сравне-
нию с влиянием параметра 𝑏 на напряжено-
деформируемое состояние среды на несколь-
ко порядков меньше. Как показал численный
эксперимент, при увеличении параметра 𝑏, т.е.
при уменьшении коэффициента проницаемо-
сти или увеличении вязкости жидкой фазы,
изменяется динамика среды. Быстрая про-
дольная волна мало изменяет свою скорость,
но при этом ее амплитуда затухает быстрее.
Наибольшее изменение при этом приобрета-
ет медленная продольная волна, ее скорость
намного снижается, а затухание быстро на-
растает. Скорости поверхностных волн в гете-
рогенном полупространстве обратно пропор-
циональны полюсам 𝜁1, 𝜁2 ядра интеграль-
ного уравнения (1.4) также изменяются. Их
поведение при изменении параметра 𝜂/𝑘𝑜 и
пористости 𝑚 иллюстрирует табл. 1.

Таким образом, изменяется характер рас-
пространения медленной поверхностной вол-
ны, которая является результатом движения
жидкой фракции в порах и определяется по-
люсом, расположенным вблизи волнового чис-
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Рис. 1. Распределение действительной (слева) и мнимой (справа) частей касательных напряжений
под штампом при изменении вязкости и проницаемости основания

Рис. 2. Изменение нормальных напряжений за период колебаний 𝑇 , 𝜔 = 50 Гц

ла, соответствующего медленной продольной
волне. С ростом вязкости флюида и уменьше-
нии коэффициента проницаемости скорость
медленной поверхностной волны уменьшает-
ся и ее затухание в значительной степени уве-
личивается. Этот эффект с ростом пористо-
сти приобретает все большую выраженность.
Скорость быстрой поверхностной волны прак-
тически остается неизменной, в небольшой
степени увеличивается ее затухание.

Динамические особенности поведения ге-
терогенной среды при возрастании вязкости
флюида в ее порах дают возможность плани-
ровать дальнейший численный эксперимент.

Как показали численные эксперименты,
распределение касательных и нормальных

напряжений под штампом изменяется с ро-
стом вязкости флюида, заполняющего по-
ры, и уменьшением коэффициента проница-
емости составной среды. Это иллюстрирует
рис. 1, на котором приведены графики дей-
ствительной и мнимой частей касательных
напряжений.

При малых значениях величины 𝜂/𝑘𝑜 уве-
личение вязкости и убывание коэффициента
проницаемости материала уменьшает асим-
метрию распределения контактных напряже-
ний и вызывает перемещение максимума на-
пряжений в зоне контакта в течение периода,
это иллюстрирует рис. 2.

При увеличении частоты колебаний влия-
ние вязкости изменяет распределение напря-
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Рис. 3. Изменение нормальных напряжений за период колебаний 𝑇 , 𝜔 = 250 Гц

жений под штампом, что иллюстрирует рис. 3.
При дальнейшем возрастании величины 𝜂/𝑘𝑜
наступает стабилизация контактных напря-
жений, и они практически не изменяются на
удалении от краев штампа.

Следует отметить, что при малых часто-
тах и малой вязкости изменения контактных
давлений более существенны. При больших
частотах и большой вязкости наблюдается
эффект стабилизации напряжений под штам-
пом вдали от его краев.

Заключение

Результаты проведенного численного экс-
перимента показывают, что контактные на-
пряжения и тангенциальные перемещения
под штампом для гетерогенного основания
зависят не только от коэффициента трения в
области контакта, но и существенным обра-
зом от частоты колебаний, пористости, про-
ницаемости среды и вязкости флюида. При
определении антифрикционных свойств ком-
позитного основания необходим учет вязко-
сти жидкости и проницаемости среды, а на
основании анализа предложенной в настоя-
щей статье математической модели возникает
возможность улучшения трибологических ха-
рактеристик композита с помощью выбора
его проницаемости, вязкости флюида.
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