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Abstract. The idea develops that at different sections of the strain-stress curve, the elastoplastic
properties of materials are determined by different deformation mechanisms and are described
by different relations between strain and stress. Nonlinear strain-stress model of plastic material
without hardening is considered, for which existence of two fundamentally different sections of
non-zero length on strain-stress curve is postulated. The first section corresponds to Hooke’s
linear law. The boundary of the first is the point of the proportionality limit. The plastic
deformation section begins behind this point and ends with another characteristic point of the
strain-stress curve – the point of ultimate strength. In the second section of the strain-stress
curve, the relationship between strain and stress is determined by power law. Using the example
of a sample of 30 experimental points of the steel deformation curve, an engineering deformation
curve corresponding to the formulated law 20ХГР constructed. Experimental data are processed
using the standard least squares method. To accelerate the search for extreme point coordinates
in a two-dimensional area, the compression operator method is used. The standard deviation for
the proposed empirical law from the corresponding sample of experimental points was 𝑆0 = 0.02.
The obtained accuracy allows using the formulated empirical model in practical engineering
calculations.
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Введение

Одна из первых в мире монографий, где
наиболее полно отражена механическая тео-
рия пластических деформаций и разрушения
твердых тел на тот период времени, была
опубликована в 1927 г. А.Л. Надаи [1,2]. Ав-
тор изложил результаты многолетних экспе-
риментальных исследований в области теории
упругости и пластичности, проведенных лич-
но и под руководством Л. Прандтля. Труды
Надаи послужили основой для дальнейше-
го развития теории пластичности и, в част-
ности, для математического моделирования
упругих и прочностных характеристик ма-
териалов. Фундаментальный вклад в созда-
ние деформационной теории пластичности
внес А.А. Ильюшин [3]. В своей работе он
дал математически строгое и эксперименталь-
но доказанное описание основных механиче-
ских свойств металлов за пределами упру-

гости: нелинейность отношений напряжение–
деформация, деформационное упрочнение и
различие в законах напряжения–растяжения;
он также предложил надежные методы для
расчета основных элементов конструкции и
механизмов [3].

В настоящее время разработан обширный
набор математических моделей нелинейного
поведения упругопластических материалов.
Большинство аналитических исследований
основаны на модели Рамберга–Осгуда [4], ко-
торую они разработали в 1943 г. Уравнение
закона Рамберга–Осгуда было постулировано
для описания нелинейной связи деформации
и напряжения для материалов, кривые де-
формации которых имеют только зону пла-
стичности. Рамберг и Осгуд считали, что тра-
диционное описание кривых деформирования
металла по двум параметрам (модуль Юнга
и условный предел текучести) будет недоста-
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точным для эффективного проектирования
материала вне рамок линейного закона Гука.
Эта модель популярна среди ученых, зани-
мающихся моделированием свойств материа-
лов [5–11], а также среди инженеров, решаю-
щих задачи проектирования конструкций из
пластичных материалов [12–14].

1. Классическая модель
Рамберга–Осгуда

Классическая модель Рамберга–Осгуда
формулируется как трехпараметрическая
функция деформации от напряжения

𝜀 = 𝐴𝜎 +𝐵𝜎𝜂 (1.1)

где 𝜀 = 𝑓(𝜎,𝐴,𝐵, 𝜂) — деформация как функ-
ция напряжения 𝜎 и трех параметров 𝐴, 𝐵, 𝜂,
отражающих свойства материала. Отметим,
что параметр 𝜂 — безразмерный, а параметры
𝐴, 𝐵 имеют размерность.

Используем безразмерную форму записи
закона деформирования, удобную при срав-
нительном анализе достоинств и недостатков
моделей деформирования и для сопоставле-
ния с экспериментальными данными. Для это-
го выберем точку абсолютного максимума на
экспериментальной и теоретической кривой
деформирования и назовем её точкой предела
прочности с координатами (𝜀с, 𝜎с). Отбросим
все точки, лежащие справа от точки преде-
ла прочности, как не отражающие свойств
неразрушенных материалов. Нормируем на-
пряжения 𝜎 на напряжение предела прочно-
сти 𝜎𝑐:

𝜎* =
𝜎

𝜎𝑐
, (1.2)

а деформации 𝜀 — на деформацию предела
прочности 𝜀𝑐:

𝜀* =
𝜀

𝜀𝑐
. (1.3)

Закон деформирования Рамберга–Осгуда
(1.1) в безразмерных переменных приводится
к виду

𝜀* = 𝐴*𝜎* +𝐵* (𝜎*)𝜂 , (1.4)

где нормированные параметры связаны с
ненормированными соотношениями

𝐴* =
𝐴𝜎𝑐
𝜀𝑐

,

𝐵* =
𝐵

𝜀𝑐
𝜎𝜂𝑐 .

(1.5)

Теперь все параметры, характеризующие
свойства материала, являются безразмерны-
ми. Соответственно, все кривые деформиро-
вания, включая экспериментальные, для всех
материалов имеют две общие точки с безраз-
мерными координатами (0;0) и (1;1).

Тогда, с учетом (1.4), для нормированного
предела прочности, т.е. в точке (1;1), получим

𝜀*1 = 𝐴* +𝐵* = 1. (1.6)

Таким образом, между парой параметров 𝐴,
𝐵 установлена универсальная связь (1.6)

𝜀* = 𝐴*𝜎* + (1−𝐴*) (𝜎*)𝜂.

С учетом связи (1.6) дадим определение
касательного модуля для закона Рамберга–
Осгуда, как производную напряжения по де-
формации

𝐸* =
𝑑𝜎*

𝑑𝜀*
=

=
1[︁

𝐴* + 𝜂 (1−𝐴*) (𝜎*)𝜂−1
]︁ > 0. (1.7)

Из определения касательного модуля следует
естественное определение модуля упругости
𝐸*

0 в точке (0,0)

𝐸*
0 =

𝑑𝜎*

𝑑𝜀*
=

1

𝐴* . (1.8)

Из определения касательного модуля (1.7)
следует естественное определение теоретиче-
ской прочности

𝐸*
1 =

𝑑𝜎*

𝑑𝜀*
= 0. (1.9)

Требование (1.9) является следствием пред-
положения о существовании точки абсолют-
ного максимума у кривой деформирования
и вытекающего из него выбора нормировки
напряжений и деформаций на их значения в
точке абсолютного максимума. Нетрудно убе-
диться, что требование (1.9) не может быть
удовлетворено точно в рамках модели (1.4)–
(1.7).

Подводя итоги, можно констатировать:
– классический закон Рамберга–Осгуда

несовместим с определением теоретической
прочности (1.9);

– классический закон Рамберга–Осгуда
определяет касательный модуль как строго
монотонно убывающую функцию, что эквива-
лентно утверждению, что характерная точка
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кривой деформирования, предел пропорци-
ональности, совпадает с начальной точкой
кривой деформирования, т.е. линейный уча-
сток в классическом законе Рамберга–Осгуда
отсутствует.

В данной статье будет рассмотрена альтер-
нативная модель деформирования пластич-
ных материалов без упрочнения.

2. Модифицированная модель
Рамберга–Осгуда

Под «модифицированной моделью
Рамберга–Осгуда» будем понимать эмпири-
ческую модель, определяющую напряжение
как функцию деформации, по-разному за-
висящее от деформации на двух участках
кривой деформирования. На первом участке
0 6 𝜀* 6 𝜀*𝑒 постулируется строго линейный
закон, так как на этом участке не происходит
никаких разрывов упругих связей. На втором
участке 𝜀*𝑒 6 𝜀* 6 1 постулируется степенной
закон, аналогично закону Рамберга–Осгуда,
но связывающий не деформацию с напряже-
нием, а наоборот, напряжение с деформацией.

Первый отрезок кривой деформирова-
ния — строго линейный, с постоянным мо-
дулем упругости

𝐸*
0 =

𝑑𝜎*

𝑑𝜀*
=
𝜎*𝑒
𝜀*𝑒
.

Второй участок определяет процесс нелиней-
ного процесса деформирования, при котором
происходят микроскопические разрывы упру-
гих связей в материале. Для второго участка
кривой деформирования становится удобным
введение промежуточной переменной

0 6
(︂
𝜀* − 𝜀*𝑒
1− 𝜀*𝑒

)︂
6 1.

Тогда математическое описание кривой де-
формирования становится следующим:

𝜎* =

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝐸*
0𝜀

*, 0 6 𝜀* 6 𝜀*𝑒,

𝐸*
0𝜀

* +𝐷

(︂
𝜀* − 𝜀*𝑒
1− 𝜀*𝑒

)︂𝜂
,

𝜀*𝑒 6 𝜀* 6 1,

(𝜎*)′ =

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝐸*
0 , 0 6 𝜀* 6 𝜀*𝑒,

𝐸*
0 +𝐷

𝜂

(1− 𝜀*𝑒)

(︂
𝜀* − 𝜀*𝑒
1− 𝜀*𝑒

)︂𝜂−1

,

𝜀*𝑒 6 𝜀* 6 1,
(2.1)

(𝜎*)′′ =

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

0, 0 6 𝜀* 6 𝜀*𝑒,

𝐷
𝜂 (𝜂 − 1)

(1− 𝜀*𝑒)
2

(︂
𝜀* − 𝜀*𝑒
1− 𝜀*𝑒

)︂𝜂−2

,

𝜀*𝑒 6 𝜀* 6 1.

Контактные условия на границе линейного и
нелинейного участков кривой деформирова-
ния {︃

𝜎* (𝜀*𝑒) = 𝜎*𝑒 ,

𝜎*′ (𝜀*𝑒) = 𝐸*
0 ,

(2.2)

удовлетворяются тождественно.
Граничные условия на правом конце нели-

нейного участка кривой деформирования
{︃
𝜎*(𝜀*𝑐) = 1,

𝜎*′(𝜀*𝑐) = 0.
(2.3)

Подставляя в них напряжение в соответствии
с (2.1), получим

⎧
⎪⎨
⎪⎩

𝐷 = − (𝐸*
0 − 1) ,

𝜂 =
1− 𝜀*𝑒
1− 1

𝐸*
0

.
(2.4)

В результате кривая деформирования на
нелинейном участке кривой деформирования
приобретает вид

𝜎* =

= 𝐸*
0

[︂
𝜀* − (1− 𝜀*𝑒)

𝜂

(︂
𝜀* − 𝜀*𝑒
1− 𝜀*𝑒

)︂𝜂]︂
. (2.5)

Кривая нелинейного модуля упругости на
нелинейном участке кривой деформирования
приобретает вид

(𝜎*)′ = 𝐸*
0

[︃
1−

(︂
𝜀* − 𝜀*𝑒
1− 𝜀*𝑒

)︂𝜂−1
]︃
. (2.6)

На нелинейном участке кривой деформирова-
ния соотношение для кривизны приобретает
вид

(𝜎*)′′ = − 𝐸*
0

(𝜀*𝑐 − 𝜀*𝑒)
×

× (𝜂 − 1)

(︂
𝜀* − 𝜀*𝑒
𝜀*𝑐 − 𝜀*𝑒

)︂𝜂−2

. (2.7)

Так как (𝜂− 1) > 0, эта модель на всем участ-
ке пластичности обеспечивает автоматически
отрицательную кривизну кривой деформи-
рования, т.е. касательный модуль монотонно
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убывает (от 𝐸*
0 на левом конце до нуля на

правом конце) на всем нелинейном участке
кривой деформирования. Обратим внимание
на то, что в качестве независимых парамет-
ров можно выбрать не только координаты
характерной точки на кривой деформирова-
ния (𝜀*𝑒;𝜎

*
𝑒), но и любую другую пару из четы-

рех параметров 𝜀*𝑒;𝜎*𝑒 ;𝐸*
0 ; 𝜂, между которыми

установлены две связи, к примеру,
⎧
⎪⎨
⎪⎩
𝜂 =

1− 𝜀*𝑒
1− 1

𝐸*
0

,

𝜎*𝑒 = 𝐸*
0𝜀

*
𝑒.

(2.8)

Можно заметить, что двухпараметрическая
модель (2.5) вырождается в однопараметри-
ческую модель в предельном случае 𝜀*𝑒 → 0,
когда характерная точка (𝜀*𝑒;𝜎

*
𝑒) стремится к

точке (0;0). В этом случае такой закон пред-
ставляется применимым исключительно для
процессов деформирования, связанных с пла-
стичностью и соответствующей диссипацией
энергии, что было отмечено в диссертации
Головиной Н.Я. [12].

3. Обработка экспериментальных
данных

Для проверки работоспособности сформу-
лированной модели были использованы экспе-
риментальные данные для российской стали
20ХГР. Эти данные предоставлены лаборато-
рией сопротивления материалов Тюменского
индустриального университета.

В работе используется следующий вари-
ационный принцип: «Из всех кривых, зави-
сящих от 𝑁 параметров, наиболее вероятной
является кривая, которая обеспечивает ми-
нимальное общее квадратичное отклонение
от указанной выборки экспериментальных то-
чек».

Пусть даны 𝐼 экспериментальные точки с
координатами (𝜀𝑖;𝜎𝑖). Определим максималь-
ное значение 𝜎𝑐 = max (𝜎𝑖). Назовем соот-
ветствующую точку (𝜀𝑐;𝜎𝑐) пределом проч-
ности. Нормируем координаты всех экспери-
ментальных точек соответственно на дефор-
мацию предела прочности 𝜀𝑐 и напряжение
предела прочности 𝜎𝑐. В результате получим
𝐼 экспериментальных точек с нормирован-
ными координатами (𝜀*𝑖 ;𝜎

*
𝑖 ), причем первая

точка будет всегда, для любого материала,
иметь координаты (0;0), а последняя точка
будет всегда, для любого материала, иметь ко-
ординаты (1;1). Тогда отклонение ординаты

теоретической кривой от экспериментальной
выражается соотношением

Δ𝑖=

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

𝜎*𝑖 − 𝐸*
0𝜀

*
𝑖 , 0 6 𝜀*𝑖 6 𝜀*𝑒;

𝜎*𝑖 − 𝐸*
0𝜀

*
𝑖 + 𝐸*

0

(1− 𝜀*𝑒)
𝜂

(︂
𝜀*𝑖 − 𝜀*𝑒
1− 𝜀*𝑒

)︂𝜂
,

𝜀*𝑒 6 𝜀*𝑖 6 1.
(3.1)

В качестве целевой функции выберем сум-
марное квадратичное отклонение Δ на всем
интервале 0 6 𝜀*𝑖 6 1 деформаций

Δ =
𝑖=𝑛∑︁

𝑖=0

Δ𝑖Δ𝑖 +
𝑖=𝐼∑︁

𝑖=𝑛+1

Δ𝑖Δ𝑖 =

=

𝑖=𝑛∑︁

𝑖=0

(𝜎*𝑖 − 𝐸*
0𝜀

*
𝑖 )

2+

+
𝑖=𝐼∑︁

𝑖=𝑛+1

[︂
𝜎*𝑖 − 𝐸*

0𝜀
*
𝑖+

+ 𝐸*
0

(1− 𝜀*𝑒)
𝜂

(︂
𝜀*𝑖 − 𝜀*𝑒
1− 𝜀*𝑒

)︂𝜂]︂2
. (3.2)

Здесь 𝑛 = 𝑛(𝜀*𝑒) — число экспериментальных
точек, попавших в интервал физически ли-
нейного участка.

Представляется бесперспективным искать
аналитическое решение этой задачи и предпо-
чтительней использовать прямые численные
методы поиска точки стационарного значе-
ния функции двух переменных. Используем
для этого следующий алгоритм.

Шаг-1
Выберем в качестве координат предела

пропорциональности последовательно каж-
дую экспериментальную точку. Номер этой
точки является номером 𝑛 в пределах сумми-
рования квадратичного отклонения в выраже-
нии для Δ (3.2). Вычислим суммарное квад-
ратичное отклонение для каждой выбранной
за предел пропорциональности эксперимен-
тальной точки.

Найдем точку с минимальным Δ.
Из табл. 1 видно, что минимальное сум-

марное квадратичное отклонение соответ-
ствует теоретической кривой, для которой
третья экспериментальная точка выбрана в
качестве предела пропорциональности.

Выделим прямоугольник (рис. 1) с ко-
ординатами углов

(︀
𝜀*𝑛−1;𝜎

*
𝑛−1

)︀
,
(︀
𝜀*𝑛+1;𝜎

*
𝑛−1

)︀
,(︀

𝜀*𝑛+1;𝜎
*
𝑛+1

)︀
,
(︀
𝜀*𝑛−1;𝜎

*
𝑛+1

)︀
.
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Таблица 1. Результаты обработки экспериментальных данных с целью определения параметров
материала

Номер экспериментальной
точки

𝑛 = 1 2 3 4 5

Нормированная 𝜀-координата
точки предела

пропорциональности на
теоретической кривой

𝜀*𝑒 = 0,0182 0,0273 0,0364 0,0545 0,0727

Нормированная 𝜎-координата
точки предела

пропорциональности на
теоретической кривой

𝜍*𝑒 = 0,5000 0,8500 0,9000 0,9250 0,9350

Нормированный модуль
упругости в точке предела

пропорциональности

𝐸*
0 = 27,5000 31,1666 24,7500 16,9583 12,8562

Физический параметр,
отражающий физические

свойства материала

𝜂 = 1,0188 1,0049 1,0042 1,0047 1,0054

Физический параметр,
отражающий физические

свойства материала

𝐷 = −26,500 −30,167 −23,750 −15,958 −11,856

Суммарное квадратичное
отклонение теоретической

кривой от выборки
экспериментальных точек

Δ = 1,3631 0.0688 0,0535 0,2770 0,5649

Рис. 1. Генерация сетки точек, которые
послужат пределами упругости пробных
теоретических кривых деформирования

Рис. 2. Сетка узлов во втором приближении,
иллюстрирующая «сжимающий оператор»

генерации последовательности сеток,
содержащих точку стационарности/минимума

суммарного квадратичного отклонения

Таблица 2. Координаты угловых точек области, содержащей найденную точку в соответствии с
шагом 1

Первое приближение
𝜀*𝑛−1 = 0,018182
𝜀*𝑛+1 = 0,036364
𝜍*𝑛−1 = 0,500000
𝜍*𝑛+1 = 0,900000
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Таблица 3. Координаты угловых точек области, содержащей точку теоретической кривой
деформирования, являющуюся пределом пропорциональности

𝜀*

𝜎*
0,03032 0,03120 0,032072

0,94000 0,01074 0,00976 0,010314
0,94240 0,01086 0,00972 0,010136
0,94480 0,01106 0,00977 0,010051

Рис. 3. Кривая деформирования модифицированного закона Рамберга–Осгуда для стали 20ХГР со
среднеквадратичным отклонением от выборки из 30 экспериментальных точек, равным 0,018

Шаг-2
Покроем выделенный прямоугольник пря-

моугольной сеткой и последовательно выбе-
рем в качестве пробного предела упругости
каждый узел этой сетки. Вычислим для каж-
дого узла Δ. Если окажется, что точка с мини-
мальным Δ попадает на границу прямоуголь-
ника, наращиваем прямоугольник дополни-
тельной цепочкой узлов так, чтобы в резуль-
тате точка с минимальным Δ лежала внутри
прямоугольника. Определим прямоугольник,
содержащий внутри себя найденную точку,
из соседних (для найденной) точек (рис. 2).

Шаг-3
Методом итераций, повторяя Шаг-2, стя-

гиваем горизонтальный размер прямоуголь-
ника до погрешности измерения деформаций
(нормированную на 𝜀𝑐), а вертикальный — до
погрешности измерения напряжений (норми-
рованной на 𝜎𝑐). Суммарное квадратичное от-
клонение в финальном прямоугольнике пред-
ставлено в табл. 2.

В соответствии с изложенным алгоритмом
можно определить координаты точки преде-
ла пропорциональности для теоретической
модели с точностью до погрешности экспе-
римента. По координатам найденной точки
предела упругости определяются другие, за-
висимые, параметры модели (табл. 3).

Зная минимальное суммарное квадратич-
ное отклонение Δ, можно определить средне-
квадратичное отклонение:

𝑆0 =

√︂
Δ

𝐼 − 1
=

√︂
0,00972

29
= 0,0183.

На рис. 3 показана теоретическая кривая с
подобранными по экспериментальным дан-
ным оптимальными параметрами и выборка
экспериментальных точек.

Таким образом, предложенная модель
пластичного материала, по крайней мере для
стали 20ХГР, дает теоретическую кривую де-
формирования, которая пригодна как для ин-
женерных расчетов, так и для дальнейшего
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теоретического исследования, например, для
построения моделей ресурса.

Выводы

Обсуждены недостатки классического за-
кона Рамберга–Осгуда. Установлено:

– классический закон Рамберга–Осгуда
несовместим с определением теоретической
прочности (1.9);

– классический закон Рамберга–Осгуда
определяет касательный модуль как строго
монотонно убывающую функцию, что эквива-
лентно утверждению, что характерная точка
кривой деформирования, предел пропорци-
ональности, совпадает с начальной точкой
кривой деформирования, т.е. линейный уча-
сток в классическом законе Рамберга–Осгуда
отсутствует.

Рассмотрена альтернативная модель пла-
стического материала (2.1). Предложенная
модель обладает тем преимуществом перед
законом Рамберга–Осгуда, что совместима с
определением теоретической прочности (су-
ществованием горизонтальной касательной
к кривой деформирования). Рассмотренный
модифицированный закон дополнительно от-
личается от закона Рамберга-Осгуда ещё и
тем, что постулирует существование строго
линейного участка ненулевой длины на кри-
вой деформирования, границей которого яв-
ляется точка предела пропорциональности,
за которой начинается участок нелинейного
деформирования и заканчивается другой ха-
рактерной точкой кривой деформирования —
точкой предела прочности.

На примере выборки из 30 эксперимен-
тальных точек кривой деформирования ста-
ли 20ХГР, построены соответствующие мо-
дифицированному закону кривые деформи-
рования. Среднеквадратичное отклонение
для «модифицированного закона Рамберга–
Осгуда» 𝑆0 = 0,02. Получен работоспособный,
непротиворечивый, инструмент для модели-
рования кривых деформирования для пла-
стичных материалов.
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