
Ф и з и к а
УДК 51.37 DOI: 10.31429/vestnik-17-3-60-64
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Abstract. Numerical modeling of dynamic processes in reservoirs is of great importance for
solving urgent problems of environmental monitoring. Due to the increase in computing power of
the used computer systems, it became possible to make significant progress in this issue, mainly
by reducing the steps in space and time. However, problems related to the development of the
models themselves, difference schemes and methods for their numerical implementation are of great
scientific interest. Comparison and analysis of the results of calculations based on a particular
model describing dynamic processes in the ocean is most often carried out based on the ideas
about the flow of dynamic processes and the experience of the researcher. Therefore, having an
accurate (analytical) solution to the problem, we can make a reasonable choice of the schemes
and algorithms used. The ocean dynamics models themselves are quite complex, so an analytical
solution is not possible for them. But there are analytical solutions for simple statements, such
as the Stommel model. In this paper, based on the analytical solution of the three-dimensional
problem of wind circulation in a rectangular reservoir with a flat bottom, a solution is obtained
that is compared with the numerical solution of a dynamic model with similar input parameters.
Input parameters for both models were selected based on the size and average depth of the sea
of Azov. The results of calculations showed a good correlation between the obtained solutions.
Expressions for barotropic velocity components are given, which can be used for testing and
analyzing difference schemes and algorithms in the construction of hydrodynamic models.
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Численное моделирование динамических
процессов в водоемах, для решения актуаль-
ных проблем экологического мониторинга
имеет большое значение. В связи с увеличе-
нием вычислительных мощностей использу-
емых компьютерных систем появилась воз-
можность существенно продвинуться в этом
вопросе, в основном за счет уменьшения ша-
гов по пространству и времени. Но задачи
связанные с развитием самих моделей, раз-
ностных схем и методов их численной реа-
лизации имеют большой научный интерес.
Сравнение и анализ результатов расчетов, по-
лученных по той или иной модели, описыва-
ющей динамические процессы в океане, чаще
всего осуществляется исходя из представле-
ний о протекании динамических процессов

и опыта исследователя. Поэтому располагая
точным (аналитическим) решением задачи
мы можем осуществлять обоснованный вы-
бор используемых схем и алгоритмов. Сами
модели динамики океана достаточно слож-
ны, поэтому аналитическое решение для них
невозможно. Но существуют аналитические
решения для простых постановок, например,
модель Стоммела [1–4]. В работе [5] эта за-
дача решена при помощи метода обращения
динамического оператора [4] для исследова-
ния применяемых вычислительных схем спе-
циального вида. В работе [6] рассматривается
переход к безразмерной задаче, решение кото-
рой позволяет получить аналитическое реше-
ние для баротропной компоненты скорости,
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ее трехмерной добавочной части и вертикаль-
ной составляющей [7].

Рассмотрим стационарную размерную мо-
дель. Пусть поверхность рассматриваемого
прямоугольного водоема в плоскости 𝑥0𝑦 име-
ет вид

𝜔0 = [0, 𝑎]× [0, 𝑏] ,

а его глубина 𝐷 > 0 — постоянна. Оси декар-
товой системы координат направлены таким
образом: 0𝑥 — на восток, 0𝑦 — на север, 0𝑧 —
вертикально вниз. В трехмерной области

𝜔 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) | (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜔0, 0 6 𝑧 6 𝐷} ,

рассмотрим модель ветровых течений экма-
новского типа:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝑓𝑣 = − 1

𝜌0

𝜕𝑃 𝑠

𝜕𝑥
+ 𝐸

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
,

𝑓𝑢 = − 1

𝜌0

𝜕𝑃 𝑠

𝜕𝑦
+ 𝐸

𝜕2𝑣

𝜕𝑧2
,

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0,

(1)

𝑡 > 0, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝜔0

со следующими краевыми условиями:

{︀
𝑧 = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜔0

0
}︀
: 𝜌0𝐸

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= −𝜏𝑥,

𝜌0𝐸
𝜕𝑣

𝜕𝑧
= −𝜏𝑦, 𝑤 = 0; (2)

{︀
𝑧 = 𝐷, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜔0

0
}︀
: 𝜌0𝐸

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= −𝜏 𝑏𝑥,

𝜌0𝐸
𝜕𝑣

𝜕𝑧
= −𝜏 𝑏𝑦 , 𝑤 = 0; (3)

{0 6 𝑧 6 𝐷, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕𝜔0} :

𝑈𝑛𝑥 + 𝑉 𝑛𝑦 = 0. (4)

В (4) интегральные скорости определяются
следующим образом:

𝑈(𝑥, 𝑦) =

𝐷∫︁

0

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧,

𝑉 (𝑥, 𝑦) =

𝐷∫︁

0

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧.

В (3) принимается следующая параметриза-
ция придонного трения:

𝜏 𝑏𝑥 = 𝜌0𝑅
𝑈

𝐷
, 𝜏 𝑏𝑦 = 𝜌0𝑅

𝑉

𝐷
,

𝑅 ≡ const > 0.
(5)

В соответствии с моделью Стоммела, опреде-
лим

𝑓 = 𝑓0 + 𝑓1𝑦, 𝐸 ≡ const; (6)

𝜏𝑥 = −𝐺 cos
(︁𝜋𝑦
𝑏

)︁
, 𝜏𝑦 = 0. (7)

В работе [6] реализован переход к задаче в
безразмерном виде. Поверхность рассматри-
ваемого водоема в плоскости 𝑥0𝑦, при этом,
имеет форму прямоугольника

Ω0 = [0, 𝑟]× [0, 𝑞] ,

глубина его 𝐻 > 0.
В трехмерной области Ω = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) | (𝑥, 𝑦) ∈

∈ Ω0, 0 6 𝑧 6 𝐻} получаем следующую
систему уравнений:
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(8)

(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ Ω0

с краевыми условиями

{︀
𝑡 > 0, 𝑧 = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω0

0
}︀
: 𝑘

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= −𝜏𝑥,

𝑘
𝜕𝑣

𝜕𝑧
= −𝜏𝑦, 𝑤 = 0; (9)

{︀
𝑡 > 0, 𝑧 = 𝐻, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω0

0
}︀
: 𝑘

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= −𝜏 𝑏𝑥,

𝑘
𝜕𝑣

𝜕𝑧
= −𝜏 𝑏𝑦 , 𝑤 = 0; (10)

{𝑡 > 0, 0 6 𝑧 6 𝐻, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕Ω0} :

𝑈 · 𝑛𝑥 + 𝑉 𝑛𝑦 = 0. (11)

В (11) интегральные скорости определены
как

𝑈(𝑥, 𝑦) =

𝐻∫︁

0

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧,
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𝑉 (𝑥, 𝑦) =

𝐻∫︁

0

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧,

в (10) реализуется соответствующая парамет-
ризация придонного трения:

𝜏 𝑏𝑥 = 𝜇𝑈, 𝜏 𝑏𝑦 = 𝜇𝑉, 𝜇 ≡ const > 0. (12)

Следуя модели Стоммела, положим

ℓ = ℓ0 + 𝛽𝑦, 𝑘 ≡ const; (13)

𝜏𝑥 = −𝐹𝑞
𝜋

cos

(︂
𝜋𝑦

𝑞

)︂
, 𝜏𝑦 = 0.

Горизонтальные компоненты вектора скоро-
сти будем искать в виде

𝑢 = 𝑈𝐻−1 + �̂�, 𝑣 = 𝑉 𝐻−1 + 𝑣, (14)

где первые слагаемые называются баротроп-
ными, а вторые — добавочными составляющи-
ми скорости. В работе [7] получено аналитиче-
ское решение поставленной задачи. Задавая
соответствующие параметры можно получать
решения для различных модельных объектов
и сравнивать с решением гидродинамических
моделей для водоемов с такой упрощенной
конфигурацией.

Значения параметров задачи (8)–(13), по-
лученные в результате перехода, следующие:

𝑟 =
𝑎

𝐿
, 𝑞 =

𝑏

𝐿
, 𝐻 =

𝐷

ℎ
;

𝑘 =
𝐸

𝑓0ℎ
, ℓ0 = 1, 𝛽 =

𝑓1
𝑓0
𝐿;

𝐹 =
𝐺

ℎ𝑓0𝑢0𝜌0

𝜋

𝑞
; 𝜇 =

𝑅

𝐷𝑓0
.

В работе [7] получены, например, аналитиче-
ские выражения для баротропной компонен-
ты поля скорости

𝑈 (𝑥, 𝑦) =

= − 𝐹

𝜇 (𝜋/𝑞)

(︀
𝐶1𝑒

𝐴𝑥 + 𝐶2𝑒
𝐵𝑥 − 1

)︀
cos

(︂
𝜋𝑦

𝑞

)︂
,

𝑉 (𝑥, 𝑦) =

=
𝐹

𝜇 (𝜋/𝑞)2
(︀
𝐶1𝐴𝑒

𝐴𝑥 + 𝐶2𝐵𝑒
𝐵𝑥
)︀
sin

(︂
𝜋𝑦

𝑞

)︂
,

𝐶1 =
1− 𝑒𝐵𝑟

𝑒𝐴𝑟 − 𝑒𝐵𝑟
, 𝐶1 + 𝐶2 = 1.

В этих выражениях используются обозначе-
ния

𝐴 = − 𝛽

2𝜇
+

√︃(︂
𝛽

2𝜇

)︂2

+

(︂
𝜋

𝑞

)︂2

;

𝐵 = − 𝛽

2𝜇
−
√︃(︂

𝛽

2𝜇

)︂2

+

(︂
𝜋

𝑞

)︂2

.

Кроме этого, в работе [7] получены выраже-
ния для добавочных компонент.

Найдя решение задачи (8)–(13), решение
исходной размерной задачи (1)–(7) определя-
ем по формулам

𝑢 = 𝑢 (𝐿�̄�, 𝐿𝑦, ℎ𝑧) = 𝑢0�̄� (�̄�, 𝑦, 𝑧) ,

𝑣 = 𝑣 (𝐿�̄�, 𝐿𝑦, ℎ𝑧) = 𝑢0𝑣 (�̄�, 𝑦, 𝑧) ,

𝑤 = 𝑤 (𝐿�̄�, 𝐿𝑦, ℎ𝑧) = 𝑤0�̄� (�̄�, 𝑦, 𝑧) ,

𝑤0 =
ℎ𝑢0
𝐿
.

(15)

Результаты численных экспериментов
Сравнение полученного аналитического

решения рассмотренной модели ветровой цир-
куляции для используемой прямоугольной
области с плоским дном сравнивалось с ре-
зультатами моделирования по трехмерной ди-
намической модели [8] с соответствующими
входными параметрами и параметрами обла-
сти интегрирования модели, которые задава-
лись для Азовского моря.

Рассмотрим масштабы, характерные, для
Азовского моря:

𝑎 = 2,5 · 107 (см) = 250 (км),

𝑏 = 1,8 · 107 (см) = 180 (км),

𝐷 = 1 · 103 (см) = 10 (м),

𝑅 = 0,01 (см/c), 𝐺 = 1 дин/см2,

𝐸 = 1 (см2/с), 𝜌0 = 1 (г/cм3),

𝑓0 = 10−4

(︂
1

сек

)︂
, 𝑓1 = 2·10−13

(︂
1

см · сек

)︂
.

Выберем характерные масштабы:

𝐿 = 106 (см), ℎ = 1·103 (см), 𝑢0 = 10 (см/с).

Тогда имеем:

𝑟 = 25, 𝑞 = 18, 𝐻 = 1, 𝑘 = 10;

ℓ0 = 1, 𝛽 = 0,002;

𝛽 = 0 — при отсутствии 𝛽-эффекта;
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Рис. 1. Поверхностное поле течений (аналитическое решение)

Рис. 2. Поверхностное поле течений (численное решение)

𝐹 = −𝜋
𝑞
, 𝜇 = 0,1; 𝑤0 = 0,01.

Ветровое воздействие задавалось в соответ-
ствии с заданным 𝐹 . В северной части об-
ласти интегрирования ветровое воздействие
осуществляется в западном направлении, а в
южной части в восточном.

На рис. 1 представлено поверхностное по-
ле течений в заданной области полученное
аналитически. Рис. 2 характеризует анало-
гичное поле, вычисленное по динамической
модели [8] с плоским дном в прямоугольной
области с аналогичными входными парамет-
рами. Основные отличия у западного и во-
сточного берегов можно объяснить учетом
сгонно-нагонных явлений в используемой чис-

ленной модели. Полученное аналитическое
решение может быть использовано для те-
стирования различных вычислительных схем
при интегрировании модели [8]. В работе [7]
получены аналитические выражения для раз-
личных компонент поля скорости, а в [9] про-
изведено сравнение с полученным точным
аналитическим решением разнообразных спо-
собов вычисления вертикальной компоненты
поля скорости [5,10], что особенно важно при
интегрировании динамических моделей водо-
емов.
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