
М е х а н и к а
УДК 539.3 DOI: 10.31429/vestnik-17-4-14-24
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Abstract. On the basis of the stationary phase method and the saddle method in the proposed
work, a numerical-analytical method was developed for constructing the asymptotics of elastic
and electroelastic bulk waves, which are excited by a surface harmonic mechanical or electric delta
source in a piezoelectric half-space. The anisotropy of elastic moduli, piezoelectric coefficients
and dielectric constants can be arbitrary. An important element of the method is an algorithm
for constructing the Fourier symbol of the Green’s matrix of a piezoelectric half-space. Lithium
niobate was chosen as a specific material for calculations. We calculated the directional patterns
of the amplitudes of longitudinal and quasi-transverse waves in the symmetry plane of the Y-cut
of lithium niobate, which are excited by three concentrated mechanical and electrical sources. For
the plane of symmetry, six caustics of quasi-transverse waves were found, which are determined
by degenerate stationary points. The range of ambiguity of asymptotic representations of quasi-
transverse waves polarized in the plane of symmetry was found. The nature of ambiguity for bulk
waves is similar to the analogous phenomenon for surface elastic waves in anisotropic media. In
the absence of the piezoelectric effect, as well as in the case of a distributed source, the method
does not require modification.

Keywords: anisotropic half-space, piezoelectricity, Green’s matrix, surface delta source, radiation
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Введение

Анализ возбуждения, приема, расчета и
формирования заданных диаграмм направ-

ленности объемных упругих волн актуален
при проектировании и оптимизации сейсми-
ческих вибраторов и сейсмических антенн [1],
устройств акустоэлектроники на объемных и
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поверхностных акустических и электроуаку-
стических волнах [2]. Задачи активной сей-
смологии [1], вибрационные методики релак-
сации зон сейсмичности также предполагают
возможность направленного виброакустиче-
ского воздействия на дислокации в земной
коре. При этом необходимо учитывать упру-
гую анизотропию геологических структур [3].

Для изотропных подложек техника рас-
чета диаграмм направленности поверхност-
ных источников и методы формирования за-
данных диаграмм направленности хорошо от-
работаны [4]. Аналогичные задачи для ани-
зотропных упругих и электроупругих сред
осложняются рядом факторов [5]: невозмож-
ностью в общем случае получить явные выра-
жения, громозкостью вычислительных проце-
дур, наличием разного рода сингулярностей,
связанностью упругих и электрических по-
лей. В качестве необходимого алгоритма вы-
ступает метод расчета символа Фурье матри-
цы Грина электроупругого полупространства.
Обнаруженные в данной работе особенности
асимптотик объемных волн в анизотропном
полупространстве имеют определенное сход-
ство с каустиками поверхностных волн в ани-
зотропных полуограниченных средах [6].

1. Постановка задачи. Символ Фурье
матрицы Грина однородного

электроупругого полупространства
Пусть пьезоэлектрическое полупростран-

ство занимает объем −∞ 6 𝑥1, 𝑥2 6 ∞,
−∞ 6 𝑥3 6 0. Гармонические колебания
среды возбуждаются поверхностными меха-
ническими и/или электрическими нагрузка-
ми, действующими в ограниченной области
Ω плоскости 𝑥3 = 0. В квазистатическом при-
ближении [2] электроупругие гармонические
колебания пьезоэлектрической среды описы-
ваются следующими уравнениями состояния
(общий множитель 𝑒−𝑖𝜛𝑡 всюду опущен)

𝜕𝜎𝑗𝑘
𝜕𝑥𝑘

+ 𝜌𝜔2𝑢𝑗 = 0, divS = 0,

𝜎𝑗𝑖 = 𝐶𝑘𝑛𝑗𝑖
𝜕𝑢𝑛
𝜕𝑥𝑘
− 𝑒𝑘𝑗𝑖

𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑘
,

(1.1)

𝑆𝑗 = 𝑒𝑗𝑘𝑛
𝜕𝑢𝑛
𝜕𝑥𝑘
− 𝜀𝑗𝑘

𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑘

(𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑛 = 1, 2, 3).

Здесь 𝜎𝑖𝑗 — компоненты тензора напряже-
ний, u — вектор перемещений, S — вектор

электрической индукции, 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑛 — компонен-
ты тензора модулей упругости, 𝑒𝑗𝑘𝑛 — пьезо-
электрического тензора, 𝜀𝑖𝑗 — тензора диэлек-
трической проницаемости, 𝜌 — плотность, 𝜔 —
круговая частота, 𝜑 — электрический потен-
циал.

Электрическое поле в вакууме не учиты-
вается, поскольку диэлектрическая проница-
емость вакуума 𝜀0 намного меньше, чем про-
ницаемости кристалла 𝜀0 ≪ 𝜀𝑖𝑗 . Граничные
условия в плоскости 𝑥3 = 0 имеют вид

𝜎𝑗3 = 𝑞𝑗 , 𝑆3 = 𝑞4, (𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω, (1.2)

𝜎𝑗3 = 𝑆3 = 0, (𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω,

(𝑗 = 1,2,3).

Здесь 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 — сосредоточенные или распре-
деленные механические нагрузки, 𝑞4 — плот-
ность поверхностных зарядов. Для однознач-
ной разрешимости задачи (1.1)–(1.2) необхо-
димо выполнение условий убывания на бес-
конечности

𝑢, 𝜑→ 0, 𝑅 =
√︁
𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 →∞ (1.3)

или условия излучения, описываемого ниже.
С помощью двумерного преобразования Фу-
рье 𝐹𝑥1,𝑥2

U(𝛼1, 𝛼2) = 𝐹𝑥1𝑥2 [u] =

∞∫︁

−∞

∞∫︁

−∞

u(𝑥1, 𝑥2)×

× exp(𝑖(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2)) d𝑥1 d𝑥2.

решение краевой задачи (1.1)–(1.3) при за-
данных 𝑄𝑗 = 𝐹𝑥1𝑥2 [𝑞𝑗 ] может быть выражено
через интегральное представление

𝑢𝑖(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =

=
1

4𝜋2

∫︁

Γ1

∫︁

Γ2

𝐾𝑖𝑗(𝛼1, 𝛼2, 𝑥3)𝑄𝑗(𝛼1, 𝛼2)×

× exp(−𝑖 (𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2))𝑑𝛼1𝑑𝛼2, (1.4)

(𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3, 4).

Здесь 𝐾𝑖𝑗 = 𝐹𝑥,𝑦 [𝑘𝑖𝑗 ] — символ Фурье матри-
цы Грина для полупространства. В форму-
ле (1.4) Γ1, Γ2 — контуры интегрирования,
частично отклоняющиеся от вещественных
осей при обходе точек ветвления и полюсов
𝐾 в соответствии с принципом предельно-
го поглощения [4]. Опишем кратко алгоритм
построения символа матрицы Грина (подроб-
ное описание приведено в [7]). Применяя дву-
кратное преобразования Фурье к уравнениям
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(1.1), получаем систему обыкновенных диф-
ференциальных уравнений второго порядка
относительно четырехкомпонентного вектора
U = 𝐹𝑥1𝑥2 [u] = {𝑈1;𝑈2;𝑈3;𝑈4}T — символа
вектора перемещений {𝑈1, 𝑈2, 𝑈3}T и потен-
циала Φ = 𝑈4:

AU+ 𝑖BU′ −GU′′ = 0. (1.5)

Здесь A, B, G — симметричные матрицы:

𝐴𝑗𝑠 = −𝐶𝑛𝑠𝑟𝑗 𝛼𝑟𝛼𝑛 + 𝛿𝑗𝑠𝜌𝜔
2, (1.6)

𝐴𝑝4 = 𝐴4𝑝 = −𝑒𝑟𝑝𝑛𝛼𝑛𝛼𝑟, 𝐴44 = 𝜀𝑛𝑟𝛼𝑛𝛼𝑟,

𝐵𝑗𝑘 = −𝛼𝑛(𝐶𝑘𝑛3𝑗 + 𝐶𝑘3𝑛𝑗 ), 𝐺𝑗𝑘 = −𝐶3𝑘
3𝑗 ,

𝐵𝑚4 = 𝐵4𝑚 = −𝛼𝑛(𝑒3𝑚𝑛 + 𝑒𝑛𝑚3),

𝐺𝑚4 = 𝐺4𝑚 = −𝑒3𝑚3,

𝐵44 = 2𝛼𝑛𝜀3𝑛, 𝐺44 = 𝑒33,

(𝑟, 𝑛 = 1, 2; 𝑗, 𝑘, 𝑠,𝑚 = 1, 2, 3),

𝛿𝑗𝑙 – символ Кронекера. Умножая выраже-
ние (1.5) слева на G−1 относительно вектора
U = {U1, . . . ,U4,U

′
1, . . . ,U

′
4}𝑇 , можно полу-

чить систему первого порядка

𝑑U

𝑑𝑥3
= MU, (1.7)

с матрицей M

M =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

O
... I

· · · · · · · · ·
G−1A

... 𝑖G−1B

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦
, (1.8)

где I, O — единичная и нулевая матрицы. Ре-
шение системы (1.7) приводит к проблеме на
собственные значения вида

(M− 𝜆I)h = 0. (1.9)

Образуем из собственных чисел 𝜆𝑖 и собствен-
ных векторов ℎ𝑖 матрицы M (1.8) матрицу H

H(𝑥3) =

= {h1 exp(𝜆1𝑥3), . . . ,h8 exp(𝜆8𝑥3)} , (1.10)

столбцы которой являются фундаментальной
системой решений (1.7), (предполагается, что
канонический вид M не содержит жордано-
вых клеток выше первого порядка, кратность
𝜆𝑖 при этом может быть произвольной). Мат-
рица K является решением вспомогательной

задачи: K должна удовлетворять матрично-
му уравнению (1.7), однородным граничным
условиям на поверхности полупространства
𝑥3 = 0

R

⃦⃦
⃦⃦
⃦

K(0)

K′
𝑥3(0)

⃦⃦
⃦⃦
⃦ = I (1.11)

(матрица R описывается далее) и в соответ-
ствии с условием (1.3) стремиться к нулю при
𝑥3 → −∞

lim
𝑥3→−∞

K(𝑥3) = 0. (1.12)

Последнее условие означает, что из восьми
решений (1.10) необходимо оставить четыре,
которые удовлетворяют условию убывания на
бесконечности (в частности, при 𝑥3 → −∞)
или принципу излучения, рассматриваемому
ниже. Очевидно, что частное решение (1.10)

U𝑚 = h𝑚 exp(𝜆𝑚𝑥3) (1.13)

с Re𝜆𝑚 < 0 не удовлетворяет условию (1.3)
при 𝑥3 → −∞ и его необходимо отбросить, те
же U𝑚, которым соответствуют Re𝜆𝑚 > 0,
удовлетворяют (1.3). При Re𝜆𝑚 = 0 ситуа-
ция сложнее и для отбора чисто мнимых 𝜆𝑚
необходимо привлечь один из принципов из-
лучения, в качестве которого в данной работе
выбран принцип предельного поглощения [4]:
введение комплексной частоты 𝜔𝜀 = 𝜔 + 𝑖𝜀,
(0 < 𝜀≪ 𝜔), соответствующей малому внут-
реннему трению, придает всем возмущенным
𝜆𝑚(𝜀) ненулевую действительную часть для
любых 𝛼1, 𝛼2. В конечном решении оставля-
ются 𝜆𝑚, являющиеся соответствующими пре-
делами 𝜆𝑚(𝜀) при 𝜀→ 0. Сами же 𝜆𝑚(𝜀) легко
определяются, так как Re𝜆𝑚(𝜀) ̸= 0. Итак,
согласно принципу предельного поглощения,
условия, определяющие принцип отбора 𝜆𝑚
для полупространства 𝑥3 6 0, формулируют-
ся следующим образом:

Re𝜆𝑚(𝜀) > 0, 𝜀 > 0,

𝜆𝑚 = lim
𝜀→0

(𝜆𝑚(𝜀)) ,

}︃
↔ 𝑥3 6 0, (1.14)

а условия

Re𝜆𝑚(𝜀) < 0, 𝜀 > 0,

𝜆𝑚 = lim
𝜀→0

(𝜆𝑚(𝜀)) ,

}︃
↔ 𝑥3 > 0 (1.15)

определяют принцип отбора 𝜆𝑚 для полу-
пространства 𝑥3 > 0. Далее уравнение (1.11)
соответствует следующим граничным услови-
ям:

𝐹𝑥1𝑥2 [𝜎𝑗3] = 1, 𝐹𝑥1𝑥2 [𝑆3] = 1. (1.16)
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Матрица R в (1.11) получена преобразовани-
ем 𝐹𝑥1𝑥2 из выражений (1.1)–(1.2):

𝑅𝑗𝑘 = −𝑖𝛼𝑛𝐶𝑘𝑛𝑗3 , 𝑅𝑗(𝑘+4) = 𝐶𝑘3𝑗3 , (1.17)

𝑅𝑗4 = −𝑖𝛼𝑛𝑒𝑛𝑗3, 𝑅𝑗8 = 𝑒3𝑗3,

𝑅4𝑗 = −𝑖𝛼𝑛𝑒3𝑛𝑗 , 𝑅44 = 𝑖𝜀3𝑛𝛼𝑛,

𝑅48 = −𝜀33, 𝑅4(𝑘+4) = 𝑒33𝑘

(𝑗, 𝑘 = 1, 2, 3; 𝑛 = 1, 2).

Будем строить K в виде линейных комбина-
ций столбцов H (1.10)

𝐾𝑖𝑗 = 𝐻𝑖𝑛(𝑥3)𝑁𝑛𝑗 (𝑖, 𝑗, 𝑛 = 1, 4), (1.18)

с неизвестной матрицей N. Уравнение для
матрицы N имеет вид

𝑅𝑗𝑘𝐻𝑘𝑖(0)𝑁𝑖𝑚 = 𝛿𝑗𝑚

(𝑖, 𝑗,𝑚 = 1,4; 𝑘 = 1, 8).
(1.19)

Обозначим через Δ матрицу с элементами

Δ𝑗𝑘 = 𝑅𝑗𝑛𝐻𝑛𝑘(0)

(𝑗, 𝑘 = 1, 4; 𝑛 = 1, 8).
(1.20)

Из формул (1.18), (1.19) N выражается в виде

N = Δ−1, (1.21)

что и завершает построение K для однород-
ного полупространства.

2. Асимптотики объемных упругих и
электроупругих волн

Анализ волновых полей и электрического
потенциала, возбуждаемых поверхностным
гармоническим источником в пьезоэлектриче-
ском полупространстве в данной работе осно-
вывается на асимптотическом исследовании
в дальней зоне интегрального представления
(1.4) упругих перемещений и электрического
потенциала.

Используя метод стационарной фазы и
метод перевала [8], из осциллирующих ин-
тегралов Фурье (1.4) при больших расстоя-
ниях от источника можно выделить вполне
определенные структуры, имеющие признаки,
характерные для объемных волн. Эти струк-
туры, также как и в изотропном случае [4],
связываются со стационарными точками по-
казателей экспонент. По построению символ

матрицы Грина пьезоэлектрического полу-
пространства может быть представлен в виде

K(𝛼1, 𝛼2, 𝑥3, 𝜔) =

=

4∑︁

𝑛=1

K(𝑛)(𝛼1, 𝛼2, 𝜔) exp(𝜆𝑛(𝛼1, 𝛼2, 𝜔)𝑥3) =

=

4∑︁

𝑛=1

K(𝑛)(𝛼, 𝛾, 𝜔) exp(𝜆𝑛(𝛼, 𝛾, 𝜔)𝑥3), (2.1)

где 𝛼1, 𝛼2 и 𝛼, 𝛾 связаны соотношениями

𝛼1 = 𝛼 cos 𝛾, 𝛼2 = 𝛼 sin 𝛾, (2.2)

𝛼 =
√︁
𝛼2
1 + 𝛼2

2, 𝛾 = arctg(𝛼1/𝛼2).

Четыре комплекснозначных поверхности
𝜆𝑛(𝛼1, 𝛼2, 𝜔) собственных значений (1.9) яв-
ляются непрерывными функциями в общем
случае комплексных переменных 𝛼1, 𝛼2, 𝜔 и
обладают свойством однородности по сово-
купности этих параметров

𝜆(𝑘𝛼1, 𝑘𝛼2, 𝑘𝜔) = 𝑘𝜆(𝛼1, 𝛼2, 𝜔). (2.3)

При фиксированном значении 𝜔 = 𝜔0 (учи-
тывая свойство (2.3), достаточно рассмотреть
случай 𝜔 = 1) в вещественнозначной плоско-
сти (Re𝛼1,Re𝛼2) свяжем с каждой поверх-
ностью 𝜆𝑛(𝛼1, 𝛼2, 𝜔) три области 𝐷

(1)
𝑛 , 𝐷(2)

𝑛 ,
𝐷

(3)
𝑛 , такие что

Re𝜆𝑛(𝛼1, 𝛼2, 𝜔0) = 0,

Im1 𝜆𝑛(𝛼1, 𝛼2, 𝜔0) ̸= 0,

(𝛼1, 𝛼2) ∈ 𝐷(1)
𝑛 ,

(2.4)

Re𝜆𝑛(𝛼1, 𝛼2, 𝜔0) ̸= 0,

Im1 𝜆𝑛(𝛼1, 𝛼2, 𝜔0) ̸= 0,

(𝛼1, 𝛼2) ∈ 𝐷(2)
𝑛 ,

(2.5)

Re𝜆𝑛(𝛼1, 𝛼2, 𝜔0) ̸= 0,

Im1 𝜆𝑛(𝛼1, 𝛼2, 𝜔0) = 0,

(𝛼1, 𝛼2) ∈ 𝐷(3)
𝑛 .

(2.6)

Разбивая плоскость 𝛼1, 𝛼2 на области 𝐷
(𝑗)
𝑛 ,

выражение (1.4) с учетом формулы (2.1) мож-
но записать в виде

𝑢𝑚 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =

=
1

4𝜋2

4∑︁

𝑛=1

3∑︁

𝑗=1

∫︁∫︁

𝐷
(𝑗)
𝑛

𝐾(𝑛)
𝑚𝑝(𝛼1, 𝛼2, 𝜔)𝑄𝑝(𝛼1, 𝛼2)×

× exp(𝜆𝑛𝑥3 − 𝑖(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2)) d𝛼1 d𝛼2, (2.7)

(𝑚, 𝑝 = 1, 4).
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В интегральном представлении (2.7) перей-
дем к сферическим координатам:

𝑥1 = 𝑅 cos𝛽 sin𝜓, 𝑥2 = 𝑅 sin𝛽 sin𝜓,

𝑥3 = 𝑅 cos𝜓, (2.8)

0 6 𝛽 6 2𝜋,
𝜋

2
6 𝜓 6 𝜋,

𝑅 =
√︁
𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23,

и перепишем для них выражение (2.7), тогда

𝑢𝑚 (𝑅, 𝛽, 𝜓) =

=
1

4𝜋2

4∑︁

𝑛=1

3∑︁

𝑗=1

∫︁∫︁

𝐷
(𝑗)
𝑛

𝐾(𝑛)
𝑚𝑝(𝛼1, 𝛼2, 𝜔)𝑄𝑝(𝛼1, 𝛼2)×

× exp(𝑅𝜃(𝑗)𝑛 )𝑑𝛼1𝑑𝛼2 =
4∑︁

𝑛=1

3∑︁

𝑗=1

𝐹 (𝑗)
𝑛 , (2.9)

(𝑚, 𝑝 = 1, 4),

где

𝜃(1)𝑛 = 𝑖
(︀
Im𝜆𝑛 cos𝜓−
− (𝛼1 cos𝛽 + 𝛼2 sin𝛽) sin𝜓

)︀
, (2.10)

𝜃(2)𝑛 = Re𝜆𝑛 cos𝜓−
− 𝑖

[︀
(𝛼1 cos𝛽 + 𝛼2 sin𝛽) sin𝜓+

+ Im𝜆𝑛 cos𝜓
]︀
, (2.11)

𝜃(3)𝑛 = Re𝜆𝑛 cos𝜓−
− 𝑖(𝛼1 cos𝛽 + 𝛼2 sin𝛽) sin𝜓. (2.12)

Интегралы по 𝐷(1)
𝑛 в (2.9) при 𝑅→∞ можно

оценить по методу стационарной фазы, ин-
тегралы по 𝐷(2)

𝑛 , 𝐷(3)
𝑛 — с помощью метода

перевала [8]. При выводе асимптотик интегра-
ла (2.9) 𝐹 (𝑗)

𝑛 предполагается, что частота 𝜔
фиксирована, 𝑅, выраженное в длинах волн,
намного больше единицы, угол 𝜓 в (2.8) стро-
го больше 𝜋/2.

Асимптотику 𝐹 (1)
𝑛 при 𝑅→∞ интегралов

по 𝐷(1)
𝑛 можно получить по методу стационар-

ной фазы при условии, что 𝐷(1)
𝑛 ограничены.

Для фазовой функции 𝜃(1)𝑛 (2.10) (Re𝜆𝑛 = 0)

𝜃(1)𝑛 = 𝑖(Im𝜆𝑛 cos𝜓−
− (𝛼1 cos𝛽 + 𝛼2 sin𝛽) sin𝜓) =

= 𝑖𝜃(1)𝑛 = 𝑖 Im 𝜃(1)𝑛 (2.13)

уравнения для определения стационарных то-
чек 𝛼0 в 𝐷(1)

𝑛 (2.4)
⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝜕 Im𝜆𝑛
𝜕𝛼1

= cos𝛽 tg𝜓,

𝜕 Im𝜆𝑛
𝜕𝛼2

= sin𝛽 tg𝜓.

(2.14)

Отметим, что в силу свойства (2.3) решения
𝛼0 системы (2.14), если они существуют, за-
висят от частоты 𝜔 линейно: 𝛼0(𝛽, 𝜓, 𝜔) =
= 𝛼0(𝛽, 𝜓,1)𝜔.

Для невырожденной внутренней стацио-
нарной точки 𝛼0(𝛽, 𝜓) главный член асимп-
тотики 𝐹 (1)

𝑛 при 𝑅→∞ имеет вид [8]

𝐹 (1)
𝑛,𝑚(𝑅, 𝛽, 𝜓) =

2𝜋

𝑅
𝐾(𝑛)
𝑚𝑝(𝛼0)𝑄𝑝(𝛼0)×

× exp(𝑖𝑅𝜃(1)𝑛 (𝛼0) +
𝑖𝜋

4
sgn 𝜃̃

(1)
𝑛

′′

(𝛼0))×

×
⃒⃒
⃒⃒det 𝜃̃(1)

𝑛

′′

(𝛼0)

⃒⃒
⃒⃒
− 1

2

(1 +𝑂(𝑅−1)), (2.15)

𝑅→∞; (𝑛,𝑚, 𝑝 = 1, 4),

где 𝜃̃
(1)
𝑛

′′

— матрица

𝜃̃
(1)
𝑛

′′

=
𝜕2𝜃

(1)
𝑛 (𝛼0)

𝜕𝛼𝑖𝜕𝛼𝑗
=

= Im

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

𝜕2𝜆𝑛(𝛼0)

𝜕𝛼2
1

𝜕2𝜆𝑛(𝛼0)

𝜕𝛼1𝜕𝛼2

𝜕2𝜆𝑛(𝛼0)

𝜕𝛼2𝜕𝛼1

𝜕2𝜆𝑛(𝛼0)

𝜕𝛼2
2

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
cos𝜓, (2.16)

а sgn 𝜃̃
(1)
𝑛

′′

— разность между числом положи-
тельных и отрицательных собственных зна-

чений матрицы 𝜃̃
(1)
𝑛

′′

(2.16).
В частном случае вырожденной стацио-

нарной точки 𝛼0, когда rank (𝜃̃
(1)
𝑗

′′

(𝛼0)) = 1,
главный член асимптотики 𝐹 (1)

𝑛 (𝑅, 𝛽, 𝜓) при
𝑅→∞ согласно [8] имеет вид

𝐹 (1)
𝑛,𝑚(𝑅, 𝛽, 𝜓) =

1

𝑅

√︂
±2𝜋

𝑎
Γ

(︂
1

2

)︂
×

exp

[︂
𝑖𝜋

4
sgn𝜇1(𝛼0) +

𝑖𝜋

4

]︂
|𝜇1(𝛼0)|−1/2×

× exp
[︁
𝑖𝑅𝜃(1)𝑛 (𝛼0)

]︁
𝐾(𝑛)
𝑚𝑝(𝛼0)𝑄𝑝(𝛼0), (2.17)
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𝑅→∞; (𝑛,𝑚, 𝑝 = 1, 4),

где 𝜇1 = 𝜇1(𝛼0(𝛽, 𝜓)) — ненулевое собствен-

ное значение 𝜃̃
(1)
𝑛

′′

(𝛼0(𝛽, 𝜓)), параметр 𝑎 > 0
явного представления в общем случае не
имеет. Невырожденные точки 𝛼0 на границе
𝜕𝐷

(1)
𝑛 дают либо половину вклада внутрен-

ней стационарной точки (стационарная точка
первого рода [8]), либо вклад от нее в 𝐹 (1)

𝑛

𝐹 (1)
𝑛 (𝑅) ∼ 𝑅−3/2 exp(𝑖𝑅𝜃(1)𝑛 (𝛼0)),

𝑅→∞. (2.18)

Главный член асимптотик (2.15), (2.17) описы-
вает сферическую волну, амплитуда которой
убывает с удалением от источника как 𝑅−1.

Определим поляризацию асимптотик 𝐹 (1)
𝑛

(2.15) в системе координат, связанной с на-
правлением распространения волны. Векто-
ры

n𝑅 = {cos𝛽 sin𝜓, sin𝛽 sin𝜓, cos𝜓}T, (2.19)

n𝜓 = {cos𝛽 cos𝜓, sin𝛽 cos𝜓,− sin𝜓}T,

n𝛽 = {− sin𝛽, cos𝛽,0}T

определяют орты новой системы, в которой
векторы

𝑢
(1)
𝑘,1 = 𝑛𝑅,𝑖𝐹

(1)
𝑘,𝑖 , 𝑢

(1)
𝑘,2 = 𝑛𝜓,𝑖𝐹

(1)
𝑘,𝑖 , (2.20)

𝑢
(1)
𝑘,3 = 𝑛𝛽,𝑖𝐹

(1)
𝑘,𝑖 , (𝑢

(1)
𝑘,4 = 𝐹

(1)
𝑘,4 = 𝜑

(1)
𝑘 ),

(𝑘, 𝑖 = 1, 2, 3)

будут соответствовать объемной квазипро-
дольной волне, когда угол между 𝑢

(1)
𝑛 и

{1, 0, 0}T мал, или квазипоперечной в против-
ном случае. Фазовые скорости 𝑣𝑖(𝛽, 𝜓) плос-
ких объемных волн в однородном простран-
стве определяются собственными значениями
𝜒𝑖(𝛽, 𝜓) тензора Кристоффеля 𝑔𝑖𝑚 [2]

𝑔𝑖𝑚 = 𝑔𝑖𝑚 +
𝛾𝑖𝛾𝑚
𝜀

, 𝑔𝑖𝑚 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑚𝑛𝑗𝑛𝑘, (2.21)

𝛾𝑖 = 𝑒𝑘𝑖𝑗𝑛𝑗𝑛𝑘, 𝜀 = 𝜀𝑗𝑘𝑛𝑗𝑛𝑘,

𝑣𝑖(𝛽, 𝜓) =

√︂
𝜒𝑖
𝜌
, 𝐿𝑖 =

1

𝑣𝑖
=

√︂
𝜌

𝜒𝑖
,

(𝑖, 𝑗, 𝑘,𝑚 = 1, 3),

где в качестве единичного вектора n, опре-
деляющего направление, можно взять век-
тор n𝑅(𝛽, 𝜓) (2.19). Функции 𝐿𝑖, обратно про-
порциональные 𝑣𝑖, являются медленностями
плоских объемных волн. Уравнение

𝑅𝜃(1)𝑛 − 𝑖𝜔𝑡 = 𝑖(𝑅𝜃(1)𝑛 − 𝜔𝑡) = const (2.22)

описывает распространение сферической вол-
ны с фазовой скоростью

𝑣(𝑎)𝑛 (𝛽, 𝜓) = 𝑅̇ =
𝜔

𝜃
(1)
𝑛 (𝛼0(𝛽, 𝜓))

. (2.23)

В направлении, отличном от горизонтально-
го, стационарные точки (2.14) дают главный
вклад в асимптотику волнового поля и форму-
лы (2.15) позволяют строить диаграммы на-
правленности объемных волн, излучаемых в
полупространство произвольным поверхност-
ным гармоническим источником 𝑞𝑗(𝑥1, 𝑥2),
(𝑗 = 1, 4), заданным в некоторой области Ω
поверхности полупространства (𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω.

Аналогичные (2.15) асимптотики интегра-
лов 𝐹 (2)

𝑛 по 𝐷(2)
𝑛 и 𝐹

(3)
𝑛 по 𝐷(3)

𝑛 при 𝑅 → ∞
можно получить по методу перевала [8]. Од-
нако, действительная часть аргументов экспо-
нент exp[𝑅𝜃

(𝑗)
𝑛 (𝛼0)] в асимптотиках для 𝐹 (2)

𝑛

и 𝐹 (3)
𝑛 отрицательна, поэтому 𝐹 (2)

𝑛 , 𝐹 (3)
𝑛 при

𝑅→∞ будут убывать значительно быстрее,
чем 𝑅−1 и вкладом их в асимптотику интегра-
ла (2.9) при больших 𝑅 можно пренебречь по
сравнению со вкладом 𝐹

(1)
𝑛 (2.15). Вкладом

граничных точек вида (2.18) в асимптотику
𝐹

(1)
𝑛 в силу их более быстрого убывания по
𝑅 также можно пренебречь.

3. Численные примеры

Первым этапом построения асимптотик
(2.15) является нахождение областей 𝐷

(1)
𝑛

(2.4), являющихся проекциями поверхностей
𝐿𝑛𝜔, (𝑛 = 1, 2, 3) (2.21) (или, соответственно,
чисто мнимых собственных значений Im𝜆𝑛
(1.7)) на плоскость 𝑂𝛼1𝛼2 при фиксирован-
ном 𝜔. На рис. 1а 𝐷(1)

𝑛 изображены при 𝜔 = 1.
При расчетах использовались следующие зна-
чения материальных констант ниобата ли-
тия [2]:

𝐶11 = 2,03; 𝐶12 = 0,53; 𝐶13 = 0,75;

𝐶14 = 0,09; 𝐶33 = 2,45;

𝐶44 = 0,6 · 1011 Н/м2;
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а)

б)

Рис. 1. а) области 𝐷(1)
𝑗 ; б) кривые медленностей 𝐿±

𝑗 , 𝜔 = 1

𝑒15 = 3,7; 𝑒22 = 2,5; 𝑒31 = 0,2;

𝑒33 = 1,3 Кл/м2;

𝜀11 = 38,9; 𝜀33 = 25,7 · 10−11 Ф/м;

𝜌 = 4700 кг/м3.

Мнимые части собственных значений (1.9)
𝜆𝑗 , в области, где они чисто мнимые, можно
рассчитать по формулам (2.21), при этом

𝜆𝑗(𝛼1, 𝛼2, 𝜔) = 𝑖𝜔𝐿𝑗(n𝑗), (3.1)

𝑗 = 1, 2, 3,

где единичный вектор n𝑗 определяется век-
тором {𝛼1, 𝛼2, Im𝜆𝑗}T:

n𝑗(𝛼1, 𝛼2, Im𝜆𝑗) =

=
{𝛼1, 𝛼2, Im𝜆𝑗}T√︀
𝛼2
1 + 𝛼2

2 + (Im𝜆𝑗)2
. (3.2)

Различие между формулами (1.9) и (3.1) со-
стоит в том, что формулы (1.9) описывают
Im𝜆𝑗 в декартовых координатах, а форму-
лы (3.1), (2.21) — в сферических. Для поис-
ка стационарных точек 𝛼0 (2.14) достаточно
формул (2.21), но для построения асимптотик
(2.15) необходимы также формулы (1.9).

В выбранной в данной работе кри-
сталлофизической системе координат ось
𝑂𝑋1 ↔ 𝑂𝛼1 совпадает с осью 𝑂𝑍, ось
𝑂𝑋2 ↔ 𝑂𝛼2 — с осью OY, ось 𝑂𝑋3 ↔ 𝑂𝛼3 —
с осью 𝑂𝑋. Плоскость 𝑂𝑋1𝑋3 (𝑌 𝑍-срез)
является единственной плоскостью симмет-
рии [2].

Обозначим четыре решения, удовлетво-
ряющие условиям излучения (1.14) в ниж-
ней полуплоскости через 𝜆−𝑗 , через 𝜆+𝑗 — удо-
влетворяющие (1.15) в верхней полуплоско-
сти. Линии 𝜅0𝑗 пересечения 𝜆±𝑗 с плоскостью
𝑂𝛼1𝛼2 и границы проекций 𝜆±𝑗 на ту же плос-
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Рис. 2. Фазовые функции 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3

кость 𝜅𝑗 изображены на рис. 1а сплошными и
точечными линиями соответственно. В силу
однородности 𝜆𝑗 (2.3), кривые 𝜅𝑗(𝛾) также
будут однородными функциями (в смысле
(2.3)).

Для всех 𝛾 и 𝛼 ̸= 0 (2.2) существуют два
решения 𝜆+4 , 𝜆−4 , обусловленные наличием
пьезоэффекта, с действительными частями
противоположных знаков (при 𝛼 = 0 появ-
ляются два нулевых собственных значения
и шесть мнимых). Стационарные точки для
этих поверхностей могут быть только в обла-
стях 𝐷(2)

4 (2.5), 𝐷(3)
4 (2.6).

Решение системы уравнений (2.14) для
определения стационарных точек 𝛼0(𝛽, 𝜓)
для произвольных 𝛽 и 𝜓 является достаточно
громоздкой вычислительной задачей, требую-
щей детального предварительного анализа по-
верхностей медленностей объемных волн 𝐿+

𝑗 ,
𝐿−
𝑗 , (𝑗 = 1, 2, 3) (особенности поверхностей

медленности объемных волн в общем случае
упругой анизотропии исследуются в [5]). В
данной работе асимптотики объемных волн
строились в плоскости симметрии 𝑂𝑋1𝑋3, со-
ответствующей 𝑌 𝑍-срезу, когда 𝛽 = 0 в (2.8)
и второе уравнение (2.14) выполняется в этом
случае автоматически. При этом необходимо
решать только первое уравнение (2.14) отно-
сительно кривых Im𝜆𝑗 = 𝜔𝐿𝑗 (𝑗 = 1, 2, 3).

На рис. 1б показаны медленности объем-
ных волн 𝐿±

𝑗 (2.21) (или мнимые части 𝜆±𝑗
для 𝜔 = 1); 𝐿±

1 соответствует продольной
волне; 𝐿±

2 — соответствует квазипоперечной
с поляризацией в плоскости симметрии; 𝐿±

3 —

квазипоперечной с поляризацией, перпенди-
кулярной плоскости симметрии.

На рис. 2 показаны фазовые функции
𝜃
(1)
𝑛 (𝜓), соответствующие решениям 𝛼0(𝛽, 𝜓)

системы уравнений (2.14) при 𝛽 = 0. Реше-
ние 𝜃

(1)
1 (𝜓) (2.13), соответствующее 𝐿1, од-

нозначно: каждому значению 𝜋
2 < 𝜓 6 3

2𝜋

соответствует единственное значение 𝜃(1)1 (𝜓),
вырожденных стационарных точек нет.

При построении асимптотик квазипопе-
речных волн 𝐿2, поляризованных в плоско-
сти симметрии, возникают три осложнения.
Первое связано с появлением 𝜆±2 одного зна-
ка, соответствующих кривой 𝐿2, в некоторых
диапазонах 𝛼1: 𝜅2(0) 6 𝛼1 6 𝜅02(0) ; 𝜅2(𝜋) 6
6 𝛼1 6 𝜅02(𝜋). Разрешается данное ослож-
нение применением принципа (1.14)–(1.15).
Второе связано с многозначностью решений
уравнения (2.14) в интервале углов (𝜓1, 𝜓2)
(см. рис. 2, табл. 1). Третье определяется по-
явлением четырех вырожденных стационар-
ных точек 𝜃(1)2 (𝜓0

2,𝑖), соответствующих нулям

определителя det 𝜃̃
(1)
2

′′

(2.15) (см. табл. 1).

Кроме того, область 𝐷(1)
2 в данном случае

неодносвязна (на рис. 1а стрелками указаны
места расположения малых несвязных частей
области 𝐷(1)

2 ). Далее, неоднозначность 𝜃(1)2 (𝜓)
на интервале (𝜓1, 𝜓2) (рис. 2), приводит к
неоднозначности асимптотического представ-
ления: в интервале углов (𝜓1, 𝜓2) плоскости
симметрии существуют три различных реше-
ния, соответствующие одному типу квазипо-
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Таблица 1. Особенности квазипоперечных обемных волн

Тип волны в плоскости симметрии
𝑂𝑋1𝑋3; поляризация

Интервал много-
значности (рад)

Вырожденные стационарные точки (рад)

𝜓0
𝑗,1 𝜓0

𝑗,2 𝜓0
𝑗,3 𝜓0

𝑗,4

Квазипоперечная, 𝐿2; поляризация в
плоскости симметрии

(3,3062–3,3585) 2,3544 2,8884 3,3032 3,3602

Квазипоперечная, 𝐿3; поляризация
нормальна плоскости симметрии

– 1,665 2,796 – –

Рис. 3. Нормированные диаграммы амплитуд продольных волн (𝐿1), возбуждаемых механическими
источниками 𝑄1 = 𝑄3 = 1 и электрическим источником 𝑄4 = 1

перечной волны, которые формально можно
рассматривать как три различные волны, в
данном случае поперечные, с очень близкими
скоростями и поляризациями.

Вырожденные стационарные точки 𝜓0
2,𝑖

для 𝐿2 (табл. 1, строка 1) дают в данном
случае при 𝜓 → 𝜓0

2,𝑖 решение вида (2.15) с ам-
плитудой, растущей в некоторой окрестности
𝜓0
2,𝑖 приблизительно как ≈ |𝜓 − 𝜓0

2,𝑖|−
1
2 , при

𝜓 = 𝜓0
2,𝑖 описываемое формулой (2.17) и огра-

ниченное (более подробный анализ асимп-
тотического представления в окрестностях
особых направлений см. [8]). Точки вырож-
денных направлений 𝜓0

2,3, 𝜓0
2,4 относительно

близки к границам интервала многозначно-
сти 𝜓1 = 3,3062, 𝜓2 = 3,3585.

При расчете асимптотик квазипопереч-
ных волн, поляризованных перпендикулярно
плоскости симметрии, и определяемых мед-
ленностями 𝐿3, также возникают 𝜆±3 одного
знака (см. рис. 1б) и вырожденные стаци-

онарные точки (табл. 1, строка 2), но нет
многозначности стационарных точек.

Зависимости нормированных амплитуд
колебаний |𝑢|𝑅 продольных волн, соответ-
ствующих 𝐿1, как функции угла 𝜓 изображе-
ны на рис. 3 для трех типов точечных источ-
ников 𝑞1, 𝑞3, 𝑞4 (источник 𝑞2 не возбуждает
продольную волну в плоскости симметрии).

Аналогичная серия диаграмм для квази-
поперечной волны, соответствующей 𝐿2, по-
ляризованной в плоскости симметрии, при-
ведена на рис. 4. Поведение нормированных
амплитуд |𝑢|𝑅 в интервале многозначности
(𝜓1, 𝜓2) зависит не только от типа источни-
ка, но и от радиуса 𝑅 (для рис. 4 принято
𝑅 = 102). Как видно, для вырожденной точ-
ки 𝜓0

2,4 при возбуждении сосредоточенными
источниками 𝑞1, 𝑞3, 𝑞4 не возникает особого
направления.

Для квазипоперечных волн, соответству-
ющих 𝐿3, поляризованных перпендикулярно
плоскости симметрии и возбуждаемых источ-
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Рис. 4. Нормированные диаграммы амплитуд поперечных волн (𝐿2), возбуждаемых механическими
источниками 𝑄1 = 𝑄3 = 1 и электрическим источником 𝑄4 = 1

Рис. 5. Нормированные диаграммы амплитуд поперечных волн (𝐿3), возбуждаемых механическим
источником 𝑄2 = 1

ником 𝑞2, нормированные диаграммы изобра-
жены на рис. 5.

Выводы

В работе на основе метода стационарной
фазы и метода перевала разработан численно-
аналитический метод построения асимпто-
тик упругих и электроупругих объемных
волн, возбуждаемых поверхностным гармо-
ническим механическим или электрическим
источником в пьезоэлектрическом полупро-
странстве с произвольной анизотропией упру-
гих, пьезоэлектрических и диэлектрических
коэффициентов.

Необходимым элементом метода является
детально разработанный алгоритм построе-
ния символа матрицы Грина пьезоэлектриче-
ского полупространства.

В качестве конкретного материала для
расчетов был выбран ниобат лития. Прове-
дена серия расчетов диаграмм направленно-
сти амплитуд продольных и квазипоперечных
волн в плоскости симметрии 𝑌 -среза ниобата
лития, возбуждаемых тремя сосредоточенны-
ми механическими и электрическим источни-
ками.

Для плоскости симметрии обнаружены
шесть каустик квазипоперечных волн, опреде-
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ляемых вырожденными стационарными точ-
ками фазовых функций.

Найден интервал многозначности асимп-
тотических представлений квазипоперечных
волн, поляризованных в плоскости симмет-
рии. Многозначные решения для объемных
волн имеют сходство с аналогичным мно-
гозначными решениями для поверхностных
упругих волн в анизотропных полуограничен-
ных средах.

Метод не требует модификации при от-
сутствии пьезоэффекта.
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