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Abstract. Technical capacity information from satellites about the state of the surface of
the ocean and seas, the development of methods and algorithms of information processing and
mathematical modelling of water circulation, leads to the creation of algorithms for assimilation of
such information in dynamic models. The parameters found in this case make it possible to obtain
a model solution that best matches the measurements due to the minimization of the forecast
quality functional used. Variational algorithms for solving various problems of identifying certain
parameters of numerical simulation of passive impurity transfer are based on solving adjoint
problems and implementing iterative procedures for finding optimal parameters from measurement
data. Such parameters in the passive impurity transfer problem can be the initial data, the flows of
matter at the bottom and surface, the power of point sources, the coefficients of turbulent diffusion,
and the velocity fields. In this paper, this parameter is the particle sedimentation rate. they are
deposited by gravity, which naturally depends on the particle size. However, the task of estimating
some averaged values is possible on the basis of assimilation of operational information obtained
from the satellite. The algorithm is based on solving the conjugate problem and the problem
in variations. The problem is solved by searching for the minimum of the quadratic functional
of the forecast quality, and the model acts as constraints when minimizing it. To construct the
functional gradient, the solution of the corresponding adjoint problem is used. Expressions for
determining the desired functional gradient in the parameter space are given.

Keywords: transfer model, data assimilation, sedimentation rate, parameter identification,
functional minimization.

Введение

В последние годы в связи с интенсивным
развитием технических возможностей полу-
чения информации со спутников о состоянии
поверхности океана и морей, созданием ме-
тодов и алгоритмов обработки такой инфор-
мации [1], а также методов математического
моделирования циркуляции вод, требуется
создание и применение современных алгорит-
мов ассимиляции такой информации в дина-
мических моделях. Существуют разные под-
ходы к решению такой задачи, это динамико-
стохастические алгоритмы [2] корректировки
модельного решения и вариационные мето-

ды [3–8] ассимиляции данных измерений за
счет идентификации используемых в модели
параметров. Найденные при этом параметры
позволяют получать решение модели, наилуч-
шим образом согласованное с измерениями в
силу минимизации используемого функцио-
нала качества прогноза.

Если первый подход обладает определен-
ными трудностями корректного определения
ковариационной матрицы ошибок, то при реа-
лизации второго в случае нелинейных ограни-
чений требуется производить линеаризацию
на используемом интервале ассимиляции. В
случае линейных ограничений, например, при
решении задач переноса пассивной примеси,
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проблемы поиска глобального минимума нет
в силу выпуклости самого функционала каче-
ства и линейности ограничений, которые не
меняют выпуклость общего функционала. Та-
кие алгоритмы для решения различных задач
идентификации тех или иных [9] параметров
численного моделирования переноса пассив-
ной примеси основаны на решении сопряжен-
ных задач и реализации итерационных про-
цедур поиска оптимальных параметров по
данным измерений.

Единственность решения сопряженной за-
дачи [10] и выпуклость функционала позво-
ляет уверенно идентифицировать необходи-
мые параметры. Такими параметрами в зада-
че переноса пассивной примеси могут быть
начальные данные, потоки вещества на дне
и поверхности, мощность точечных источни-
ков, коэффициенты турбулентной диффузии
и поля скорости. В данной работе таким па-
раметром является скорость седиментации
частиц, т.е. их осаждение под действием си-
лы тяжести, которая естественным образом
зависит от размера частиц. Поэтому зада-
ча моделирования таких процессов должна
осуществляться по ансамблю компонент взве-
си, но для этого необходимо наличие данных
контактных измерений. Тем не менее, задача
оценки некоторых осредненных величин воз-
можна на основе ассимиляции оперативной
информации, получаемой с ИСЗ.

В работе [11] предложен и реализован ва-
риационный алгоритм для идентификации
начального поля концентрации взвешенно-
го вещества по серии снимков поверхности
Азовского моря. Использованные данные [12]
соответствуют периоду интенсивного ветро-
вого воздействия и характеризуются сфор-
мировавшимся полем концентрации. В дан-
ной работе в качестве искомого параметра
рассматривается скорость седиментации, а в
качестве данных измерений — поля концен-
трации для периода времени, когда после ин-
тенсивного ветрового воздействия происходит
резкое его уменьшение, вплоть до штилевых
значений [13]. Поэтому появляется возмож-
ность оценить требуемый параметр модели
на данном интервале времени.

1. Модель переноса примеси

Рассмотрим модель [14] переноса пассив-
ной примеси в 𝜎-координатах

𝜕𝐷𝐶

𝜕𝑡
+
𝜕𝐷𝑈𝐶

𝜕𝑥
+
𝜕𝐷𝑉 𝐶

𝜕𝑦
+
𝜕(𝑊 −𝑊𝑆)𝐶

𝜕𝜎
=

=
𝜕

𝜕𝑥
𝐴𝐻

𝜕𝐷𝐶

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
𝐴𝐻

𝜕𝐷𝐶

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝜎

𝐾

𝐷

𝜕𝐶

𝜕𝜎
(1.1)

с условиями на боковых границах

Γ :
𝜕𝐶

𝜕n
= 0, (1.2)

краевыми условиями на поверхности и на дне
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𝜎 = −1 :
𝜕𝐶

𝜕𝜎
= 0,

(1.3)

и начальными данными

𝐶 (𝑥, 𝑦, 𝜎,0) = 𝐶0 (𝑥, 𝑦, 𝜎) , (1.4)

где 𝑡 — время; 𝐷 — динамическая глубина;
𝐶 — концентрация примеси; 𝑊𝑆 — скорость
седиментации примеси; 𝑈 , 𝑉 , 𝑊 — компонен-
ты поля скорости; 𝐴𝐻 и 𝐾 — коэффициенты
горизонтальной и вертикальной турбулент-
ной диффузии соответственно; n – нормаль
к боковой границе, 𝐶0 — начальное поле кон-
центрации.

Кроме этого уравнения, в дальнейшем по-
надобится аналог уравнения неразрывности
в 𝜎-координатах
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2. Вариационный алгоритм
идентификации

Пусть данные измерений имеются в мо-
менты времени 𝑡𝑚 ∈ [0, 𝑇 ], тогда задача усво-
ения данных измерений 𝐶изм

𝑡𝑚 состоит в мини-
мизации квадратичного функционала

𝐼0 =
1

2

(︀
𝑃
(︀
𝑅𝐶𝑡𝑚 − 𝐶изм

𝑡𝑚

)︀
, 𝑃

(︀
𝑅𝐶𝑡𝑚 − 𝐶изм

𝑡𝑚

)︀)︀
𝑀𝑡
,

(2.1)
где 𝑀 — область интегрирования модели на
интервале времени [0, 𝑇 ], 𝑅 — оператор проек-
тирования в точки наблюдений, 𝑃 — оператор
расширения нулями функций невязок, задан-
ных на множестве точек измерений, а скаляр-
ное произведение определяется стандартным
способом. Минимизация (2.1) с ограничени-
ями модели (1.1)–(1.3) эквивалентна поиску
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экстремума следующего функционала
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где 𝑀𝑡 =𝑀 × [0, 𝑇 ].
Записывая вариацию функционала (2.2)

и интегрируя по частям с учетом краевых
условий и аналога уравнения неразрывности
в 𝜎-координатах (1.5), получим
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где 𝐶* — множители Лагранжа, которые вы-
бираются из решения следующей сопряжен-
ной задачи:
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Γ :
𝜕𝐶*
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𝜕𝐶*
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(2.5)

𝑡 = 𝑇 : 𝐶* = 0. (2.6)

Из стационарности функционала и определе-
ния его градиента имеем
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Значение мощности источника ищется итера-
ционно
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𝐼, (2.8)

где 𝜏 — итерационный параметр, который
может выбираться следующим образом
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где 𝛿𝐶 — решение соответствующей задачи в
вариациях
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и начальными данными

𝛿𝐶 (0, 𝑥, 𝑦, 𝜎) = 0. (2.13)

В целом алгоритм идентификации состоит в
следующем:

– в процессе интегрирования модели (1.1)–
(1.4) запоминаются невязки прогноза для мо-
ментов времени 𝑡𝑚 ∈ [0, 𝑇 ];

– решается сопряженная задача (2.4)–(2.6)
и строится градиент функционала (2.7);

– интегрируется задача в вариациях (2.10)–
(2.13);

– находится итерационный параметр 𝜏по
формуле (2.9);

– осуществляется итерационный спуск
(2.8) в пространстве параметров для мини-
мизации функционала (2.1).

Заключение

На основе вариационного алгоритма асси-
миляции данных измерений построена проце-
дура идентификации скорости седиментации
взвешенного вещества в море. Процедура по-
строена для модели переноса пассивной при-
меси по данным измерений, распределенных
по времени и пространству и поступающих
с поверхности моря. В основе алгоритма ле-
жит решение сопряженной задачи и задачи
в вариациях для определения итерационного
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параметра. Задача решается за счет миними-
зации квадратичного функционала качества
прогноза, а модель выступает в роли ограни-
чений при его минимизации. Для построения
градиента функционала используется реше-
ние соответствующей сопряженной задачи. В
целом построенный алгоритм идентификации
искомого параметра в модели переноса может
быть использован при ассимиляции спутнико-
вой информации о концентрации взвешенного
вещества в верхнем слое моря.
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