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Abstract. In this paper, the block element method is used to construct a model of the pre-
landslide state of a block structure consisting of a water-saturated medium and an elastic coating,
taking into account the formation of a crack in the coating. The spatial pre-landslide structure
occupies an unlimited cylindrical region, in the cross section of which is the third quadrant. It is
filled with a medium described by the anisotropic Helmholtz equation, which is extremely fluid
among other water-saturated media. Taking into account the physical and mechanical properties
of the pre-landslide structure, it is a vertical deformable containment wall with a deformable
horizontal coating, called the sarcophagus of the landslide environment. To construct a model
that is adequately formulated, we consider the boundary value problem for the three-dimensional
Helmholtz equation in the specified domain, taking into account the presence of deformable walls
and coverings. The block element method is used to construct an exact solution of the boundary
value problem for the accepted coatings on the membrane boundary. The properties of the crack
formed in the sarcophagus membrane and the consequences of its development for the destruction
of the pre-landslide structure in the constructed model are investigated. All the results constructed
for the Helmholtz equations, thanks to the approach outlined in the authors’ latest publication in
the Reports of the Russian Academy of Sciences, are transferred to materials of various rheological
properties.
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Введение

Оползневые и селевые явления относятся
к числу сложнейших для прогноза процес-
сов, наносящих огромный ущерб обществу,
как материальный, так и связанный с жерт-
вами. Сложность прогнозирования событий
этих явлений связана с большим комплексом
физических, механических, гидромеханиче-
ских, реологических, пластических явлений,
зависящих в том числе от геометрических
параметров рельефа и ландшафта террито-
рий. Именно это обстоятельство не позволяет,
кроме отдельных частных случаев, постро-
ить строго обоснованную математическую
теорию и модель этих процессов. Создание
теории и моделей этих явлений позволит как
получить достаточно достоверные данные о
процессах, протекающих в оползневой зоне
так и оценить шаги, позволяющие штатно
инициировать оползневые явления или их
упредить. Медленное продвижение в модели-
ровании оползневых явлений в значительной
степени было связано с отсутствием удобно-
го для этих целей математического аппарата.
В настоящее время достигнут определенный
прогресс в этом направлении в связи с созда-
нием метода блочного элемента, который дает
возможность моделировать сложные процес-
сы, описываемые линейными и нелинейными
граничными задачами для систем дифферен-
циальных уравнений в частных производных
высокого порядка. Математически этот раз-
дел механики сплошных сред относится к
числу самых сложных и наименее развитых
разделов смешанных задач, так и не решен-
ных до конца.

Часто в этих проблемах ставилась крайне
упрощенная задача, предполагавшая рассмот-
рение лишь растекающейся среды, без оцен-
ки условий возникновения подобных явлений.
Сами области, занятые средой, предполага-
лись простейшими. Лишь небольшое количе-
ство исследований посвящено попыткам уче-
та деформируемости как внутренней массы
предоползневой структуры, так и сдержива-
ющих их покрытий. В настоящей статье при-
меняется новый, разработанный в России, в
Кубанском госуниверситете, метод блочного
элемента. Среди 10 типов предоползневых
структур строится модель наименее исследо-
ванного из них типа, называемого горизон-
тально распространяющимся. Область это-
го типа предоползневой структуры представ-
ляет вертикальную сдерживающую стенку
с горизонтальным покрытием. В этой обла-

сти сосредоточена оползневая масса, которая
представляет размягченную текучую водона-
сыщенную среду. Предельным случаем наи-
большей текучести является анизотропная
модель, описываемая анизотропным уравне-
нием Гельмгольца. Стенка и покрытие явля-
ются деформируемыми и сдерживают расте-
кание массы. В начале оползневого процесса
происходит либо прорыв вертикальной стен-
ки, либо разрыв верхнего покрытия. Задача
рассматривается предельно приближенная к
реальной. Учитывается деформирование всех
контактирующих объектов, а среда обладает
реологией предельной текучести, описывае-
мой анизотропным уравнением Гельмгольца.
Кроме того, учитывая, что начало оползне-
вого процесса может быть спровоцировано
внешним динамическим воздействием, рас-
сматривается возможность его наличия на
покрытии и стенке при гармонической вибра-
ции с произвольной частотой.

В настоящее время разработана строгая
теория блочных структур, в основе которой
лежит метод блочного элемента. Ее достоин-
ством является возможность исследования
граничных задач практически в любых обла-
стях, так как любой объект или конструкцию
можно рассматривать как некоторую реаль-
ную либо виртуальную блочную структуру. В
то же время случаев применения этой теории
к реальным задачам мало, что затрудняет ее
использование в прикладных задачах. В на-
стоящей работе этот подход применяется к ча-
сто используемому в приложениях уравнению
Гельмгольца в области трехмерного прямо-
угольного клина при наличии произвольных
граничных условий. Следует отметить, что
исследованию уравнения Гельмгольца, возни-
кающего в различных фундаментальных и
прикладных проблемах, посвящено большое
количество работ. В первую очередь это рабо-
ты в слоистых областях [1], где для исследо-
вания использован метод интегральных пре-
образований и приведен достаточно полный
список цитируемой литературы этого направ-
ления исследований. В работах [2, 3] разрабо-
тан и применен лучевой метод, эффективный
при высоких частотах в граничных задачах
для произвольных областей, в том числе для
уравнения Гельмгольца.

В работах [4–7] развивается метод пред-
ставления решений граничных задач теории
упругости термоэлектроупругости, поронасы-
щенных сред Био с использованием решений
уравнения Гельмгольца. В [8–11] граничные
задачи для уравнения Гельмгольца и Лапласа
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Рис. 1

исследуются в приложениях гидродинамики,
в частности, поведения льдин и пластин на
поверхности жидкости, изучения их акусти-
ческих свойств. В работе [11] рассматривает-
ся плоская задача гидродинамики в прямо-
угольном клине. Автор находит оригиналь-
ный прием исследования граничной задачи
путем сведения ее к задаче в полупростран-
стве, использовав зеркальное отображение
граничной задачи на симметричный прямо-
угольный клин. Имеются и другие работы,
в которых исследователи уходят от решения
граничной задачи в прямоугольном клине,
путем использования зеркальных отражений
и переходом в слоистую среду.

В то же время исследований и точных ре-
шений трехмерного уравнения Гельмгольца
в виде упакованных блочных элементов при
произвольных граничных условиях в области
типа неограниченного прямоугольного клина
авторы не встречали. Возможность исследо-
вания этих задач изложена в [12, 13]. В на-
стоящей работе рассматривается трехмерная
граничная задача Неймана для уравнения
Гельмгольца, для которой методом блочного
элемента строятся решения для произволь-
ных граничных условий. Решение строится в
интегральном виде в клиновидной области в
форме упакованного и распакованного блоч-
ных элементов. Метод блочного элемента до-
статочно просто применяется и может быть
использован для исследования более слож-
ных задач. Все результаты, построенные для
уравнений Гельмгольца, благодаря результа-
ту, полученному авторами в [14], переносят-
ся на материалы различных реологических
свойств.

1. Постановка задачи

Введем прямоугольную систему коорди-
нат, направив оси 𝑜𝑥1, 𝑜𝑥3 горизонтально, а
ось 𝑜𝑥2 — вертикально вверх (рис. 1). Рас-
сматривается в условиях гармонических воз-
действий граничная задача для трехмерного
уравнения Гельмгольца в прямоугольной об-
ласти Ω(|𝑥3| 6 ∞, 𝑥1 6 0, 𝑥2 6 0). На гра-

ницах области Ω задаются условия Неймана.
Задачи такого рода возникают при исследо-
вании акустических свойств неограниченных
областей тип клина, а также при подготов-
ке исходных данных для исследования бо-
лее сложных граничных задач для уравнений
Ламе, Навье–Стокса, Максвелла и др. в та-
ких областях. Построение решений в форме
упакованных блочных элементов — необходи-
мая часть исследования при изучении блоч-
ных структур. Указанная граничная задача в
ограниченной области (прямоугольнике), рас-
сматривалась в [15], где методом блочного
элемента с введением касательного расслое-
ния границы были построены псевдодиффе-
ренциальные уравнения. Приведем одно из
них для граничной задачи
[︀
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Здесь постоянные 𝑎, 𝑏, 𝑐 определяют прямо-
угольник, ограниченный, если все постоянные
ограничены, или полуограниченный, если сре-
ди постоянных имеются бесконечные.

В настоящей работе применяется вари-
ант метода блочного элемента, основанный
на привязке локальных систем координат к
единой координатной системе, что, в связи
с формой области Ω, позволяет выполнить
исследование более наглядно. Ниже рассмат-
ривается трехмерное анизотропное уравнение
Гельмгольца после сокращения временного
множителя 𝑒−𝑖𝜔𝑡

[︀
𝜕2𝑥1 + 𝜕2𝑥2+

+𝐴33𝜕
2𝑥3 +𝐴𝑝2

]︀
𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 0

в области Ω(|𝑥3| 6 ∞, 𝑥1 6 0, 𝑥2 6 0). Здесь
𝑝 может быть комплексным числом.

Для применения метода блочного элемен-
та к граничной задаче в блочной структуре
необходимо выполнить три алгоритма: внеш-
ней алгебры, внешнего анализа и построе-
ние фактор-топологии. Ввиду рассмотрения
лишь одного блочного элемента, необходи-
мость в последнем алгоритме отпадает.

Рассмотрим для этого уравнения гранич-
ную задачу Неймана.

Считаем, что граничные условия имеют
вид

𝜕𝑢(0, 𝑥2, 𝑥3)

𝜕𝑥1
= 𝑓2(𝑥2, 𝑥3),

𝜕𝑢(𝑥1,0, 𝑥3)

𝜕𝑥2
= 𝑓1(𝑥1, 𝑥3).

(1.1)

Здесь произвольные функции 𝑓𝑛 обладают
свойствами, достаточными для разрешимо-
сти соответствующих граничных задач в про-
странствах медленно растущих обобщенных
функций, которые будут оговорены ниже. По-
скольку область Ω содержит бесконечно уда-
ленные точки, в том случае, если в гранич-
ной задаче появляются волновые функции,
ищется решение с применением принципа из-
лучения.

Применением преобразования Фурье к
дифференциальному уравнению по парамет-
ру 𝑥3 получаем дифференциальное уравнение

с параметром 𝛼3 вида
(︀
𝜕2𝑥1 + 𝜕2𝑥2 + 𝑘2

)︀
𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝛼3) = 0,

𝑘2 = 𝐴𝑝2 −𝐴33𝛼
2
3.

2. Метод решения

Используя в области Ω один из способов
касательного расслоения границы, с учетом
принятия единой системы координат, после
использования двумерного преобразования
Фурье и введения внешних форм приходим к
функциональному уравнению вида

(𝛼2
1 + 𝛼2

2 + 𝑘2)𝑈(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) =

∫︁

𝜕Ω

𝜔,

𝜔 =
𝜕𝑢(0, 𝑥2, 𝛼3)

𝜕𝑥1
𝑒𝑖𝛼2𝑥2𝑑𝑥2−

− 𝑖𝛼1𝑢(0, 𝑥2, 𝛼3)𝑒
𝑖𝛼2𝑥2𝑑𝑥2+

+
𝜕𝑢(𝑥1,0, 𝛼3)

𝜕𝑥2
𝑒𝑖𝛼1𝑥1𝑑𝑥1−

− 𝑖𝛼2𝑢(𝑥1,0, 𝛼3)𝑒
𝑖𝛼1𝑥1𝑑𝑥1.

Здесь приняты обозначения

𝑈(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) =

=

∫︁∫︁∫︁

Ω

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝑒
𝑖⟨𝛼x⟩𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑥3, (2.1)

⟨𝛼x⟩ = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3,

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =

=
1

8𝜋3

∫︁∫︁∫︁

𝑅3

𝑈(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3)𝑒
−𝑖⟨𝛼x⟩𝑑𝛼1𝑑𝛼2𝑑𝛼3.

С учетом вида системы координат правую
часть в функциональном уравнении можно
представить в форме

∫︁

𝜕Ω

𝜔 =

0∫︁

−∞

𝜕𝑢(0, 𝑥2, 𝛼3)

𝜕𝑥1
𝑒𝑖𝛼2𝑥2𝑑𝑥2−

− 𝑖𝛼1

0∫︁

−∞

𝑢(0, 𝑥2, 𝛼3)𝑒
𝑖𝛼2𝑥2𝑑𝑥2+

+

0∫︁

−∞

𝜕𝑢(𝑥1,0, 𝛼3)

𝜕𝑥2
𝑒𝑖𝛼1𝑥1𝑑𝑥1−

− 𝑖𝛼2

0∫︁

−∞

𝑢(𝑥1,0, 𝛼3)𝑒
𝑖𝛼1𝑥1𝑑𝑥1.
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Вычислив одномерные интегралы, которые
являются преобразованиями Фурье соответ-
ствующих функций, функциональное уравне-
ние можно представить в виде

(𝛼2
1 + 𝛼2

2 − 𝑘2)𝑈(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) =

=
𝜕𝑈(0, 𝛼2, 𝛼3)

𝜕𝑥1
− 𝑖𝛼1𝑈(0, 𝛼2, 𝛼3)+

+
𝜕𝑈(𝛼1,0, 𝛼3)

𝜕𝑥2
− 𝑖𝛼2𝑈(𝛼1,0, 𝛼3). (2.2)

В дальнейшем прописной буквой будут обо-
значаться преобразования Фурье, вычислен-
ные от функций, представленных соответ-
ствующей строчной буквой. Внесем в пра-
вую часть функционального уравнения (2.2)
значения функций (1.1), предварительно вы-
числив преобразования Фурье по всем коор-
динатам. Имеем

(𝛼2
1 + 𝛼2

2 − 𝑘2)𝑈(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) =

= 𝐹2(𝛼2, 𝛼3)− 𝑖𝛼1𝑈(0, 𝛼2, 𝛼3)+

+ 𝐹1(𝛼1, 𝛼3)− 𝑖𝛼2𝑈(𝛼1,0, 𝛼3).

Для выполнения алгоритма внешнего анали-
за факторизуем коэффициент функциональ-
ного уравнения по каждому параметру, что
в данном случае выполняется тривиально

(𝛼2
1 + 𝛼2

2 − 𝑘2) = (𝛼1 − 𝛼1−)(𝛼1 + 𝛼1−) =
= (𝛼2 − 𝛼2−)(𝛼2 + 𝛼2−),

𝛼1− = −𝑖
√︁
𝛼2
2 − 𝑘2, 𝛼2− = −𝑖

√︁
𝛼2
1 − 𝑘2,

Im𝛼1− 6 0, Im𝛼2− 6 0.

Условие автоморфизма для носителя и функ-
ций на нем приводит к псевдодифференци-
альным уравнениям вида [15]:

𝐹2(0, 𝛼2−, 𝛼3)− 𝑖𝛼1𝑈(0, 𝛼2−, 𝛼3)+

+ 𝐹1(𝛼1,0, 𝛼3)− 𝑖𝛼2−𝑈(𝛼1,0, 𝛼3) = 0,

𝐹2(0, 𝛼2, 𝛼3)− 𝑖𝛼1−𝑈(0, 𝛼2, 𝛼3)+

+ 𝐹1(𝛼1−,0, 𝛼3)− 𝑖𝛼2𝑈(𝛼1−,0, 𝛼3) = 0.

Неизвестными в псевдодифференциальном
уравнении являются функции и функциона-
лы:

𝑈(0, 𝛼2, 𝛼3), 𝑈(𝛼1,0, 𝛼3),

𝑈(0, 𝛼2−, 𝛼3), 𝑈(𝛼1−,0, 𝛼3.)

Решение псевдодифференциальных уравне-
ний, ищется с требованием обращения в ноль

вне области Ω решений граничных задач. По-
сле преобразований это приводит к следую-
щему виду функционального уравнения:

(𝛼2
1 + 𝛼2

2 − 𝑘2)𝑈(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) =

=
1

𝛼1−𝛼2−

⟨
(𝛼2− − 𝛼2)×

× [𝛼1−𝐹1(𝛼1, 𝛼3)− 𝛼1𝐹1(𝛼1−, 𝛼3)] +

+(𝛼1−−𝛼1) [𝛼2−𝐹2(𝛼2, 𝛼3)− 𝛼2𝐹2(𝛼2−, 𝛼3)]
⟩
.

Тогда решение в преобразованиях Фурье,
представляющее упакованный блочный эле-
мент, принимает вид

𝑈(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) =
1

(𝛼2
1 + 𝛼2

2 − 𝑘2)

1

𝛼1−𝛼2−
×

×
⟨
(𝛼2− − 𝛼2)×

× [𝛼1−𝐹1(𝛼1, 𝛼3)− 𝛼1𝐹1(𝛼1−, 𝛼3)] +

+ (𝛼1− − 𝛼1)×
× [𝛼2−𝐹2(𝛼2, 𝛼3)− 𝛼2𝐹2(𝛼2−, 𝛼3)]

⟩
. (2.3)

Сократив одинаковые сомножители, функ-
цию 𝑈1(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) можно представить в виде

𝑈(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) = 𝑖
1

𝛼1−𝛼2−
×

×
⟨
[𝛼1−𝐹1(𝛼1, 𝛼3)− 𝛼1𝐹1(𝛼1−, 𝛼3)]

(𝛼2 + 𝛼2−)
+

+
[𝛼2−𝐹2(𝛼2, 𝛼3)− 𝛼2𝐹2(𝛼2−, 𝛼3)]

(𝛼1 + 𝛼1−)

⟩
.

Полученное представление позволяет сформу-
лировать условия на задаваемые граничные
функции.

Для построения математической модели
предоползневой структуры необходимо взя-
тую анизотропную среду накрыть мембран-
ным саркофагом, сдерживающим растекание.
Для этого построим математическую модель
саркофага, включающего вертикальную стен-
ку и горизонтальное покрытие. Применим
метод блочного элемента.

Граничная задача для горизонтального
покрытия имеет формулировку

(𝜕2𝑥1 + 𝜕2𝑥3 + 𝑝21)𝑤1(𝑥1, 𝑥3) = 𝑡1(𝑥1, 𝑥3),

|𝑥3| 6 ∞, −∞ < 𝑥1 6 0,

𝜕𝑥1𝑤1(0, 𝑥3) = 𝑔1(0, 𝑥3).
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Рис. 2

Граничная задача для вертикальной стенки
описывается уравнением и условиями

(𝜕2𝑥2 + 𝜕2𝑥3 + 𝑝22)𝑤2(𝑥2, 𝑥3) = 𝑡2(𝑥2, 𝑥3),

|𝑥3| 6 ∞, −∞ < 𝑥2 6 0,

𝜕𝑥2𝑤2(0, 𝑥3) = 𝑔2(0, 𝑥3).

Здесь 𝑡1(𝑥1, 𝑥3) и 𝑡2(𝑥2, 𝑥3) амплитуды внеш-
них воздействий на саркофаг, 𝑔1(0, 𝑥3) и
𝑔2(0, 𝑥3) — углы поворота угловых концов
стенки и покрытия. Стенка и покрытие плот-
но сопрягаются с удерживаемой массой.

Учитывая, что функция 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) пред-
ставляет потенциал водонасыщенной массы,
а 𝑤1 и 𝑤2 — нормальные к границе саркофага
амплитуды движений, то должны выполнять-
ся условия

𝑤1(𝑥1, 𝑥3) = 𝜕𝑥2𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3),

𝑥2 = 0, −∞ < 𝑥1 6 0,

𝑤2(𝑥2, 𝑥3) = 𝜕𝑥1𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3),

𝑥1 = 0, −∞ < 𝑥2 6 0.

После вычислений для модели растекающе-
гося оползня получаем следующее представ-
ление:

𝑓1(𝑥1, 𝑥3) = F−1
2 (𝑥1, 𝑥3)×

×
[︂
𝛼1𝛼

−1
1−𝑇1(𝛼1−, 𝛼3)− 𝑇1(𝛼1, 𝛼3)

(𝛼2
1 + 𝛼2

3 − 𝑝21)
−

− 𝛼1−𝐺1(0, 𝛼3)

(𝛼1 − 𝛼1+)

]︂
,

𝑓2(𝑥2, 𝑥3) = F−1
2 (𝑥2, 𝑥3)×

×
[︂
𝛼2𝛼

−1
2¬𝑇2(𝛼2−, 𝛼3)− 𝑇2(𝛼2, 𝛼3)

(𝛼2
2 + 𝛼2

3 − 𝑝22)
−

− 𝛼2−𝐺2(0, 𝛼3)

(𝛼2 − 𝛼2+)

]︂
,

𝐺𝑟(0, 𝛼3) =

0∫︁

−∞

𝑔𝑟(0, 𝑥3)𝑒
𝑖𝛼3𝑥3𝑑𝑥3, 𝑟 = 1, 2.

Внесение этих значений функций в форму-
лы (2.3) и (2.1) позволяет получить анали-
тическое представление в форме интегралов
модели горизонтально распространяющегося
оползня.

3. Оценка влияния трещины
в покрытии (саркофаге)

Для исследования образования трещины
в покрытии решаются три задачи. Первая,
при отсутствии трещины в покрытии, решена
выше. Для исследования влияния уже воз-
никшей трещины разных размеров, внача-
ле решается вторая задача. Она состоит в
рассмотрении существования трещины бес-
конечных размеров, левый и правый берега
которых сошлись, но зон сплошности между
ними нет. Для сплошности необходимо равен-
ство перемещений и углов поворота мембра-
ны или по аналогии с плитами — равенства
напряжений (рис. 1, 2). Третья задача состо-
ит в сопряжении до состояния сплошности
некоторых участков бесконечной трещины.
Вне этих участков будет существовать тре-
щина, описываемая интегральным уравнени-
ем. При дальнейших изучениях установлен
основной результат исследования: полубеско-
нечные и конечные трещины всегда имеют
интегрируемые концентрации напряжений на
краях сближения ее берегов, несущие опас-
ность разрушения саркофага предоползневой
структуры мембранного типа. Степень разру-
шения конструкций уменьшается по мере со-
кращения размера трещины конечной длины.
Степень разрушения определяется сочетани-
ями ряда параметров. Последнее установле-
но путем исследования коэффициентов при
особенностях. Имеют место следующие при-
ближенные формулы для решения краевой
задачи, которые представлены структурно,
без конкретизации всех параметров в связи
со сложностью, позволяющие оценить воз-
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можность решения интегральных уравнений.
В случае неограниченной по протяженности
трещины интегральное уравнение для опре-
деления поведения неизвестного параметра
сопряжения приближенно имеет вид

∞∫︁

−∞

𝑘(𝑦 − 𝜉)𝑠(𝜉)𝑑𝜉 = 𝜎2(𝑦), −∞ 6 𝑦 6 ∞,

1

𝜀−1
6 𝑘∞(𝛼1)

𝐾0(𝛼1) = 𝐾(𝛼1),

𝑘(𝑥1) = F−1
1 (𝑥1)𝐾(𝛼1),

𝐷(𝛼1) = −𝐴𝜆𝑄𝜆(𝛼1,0) +𝐴𝑟𝑄𝑟(𝛼1,0),

𝑠(𝑥1) = F−1
1 (𝑥1)𝐷(𝛼1),

F−1
1 (𝑥)𝐾(𝛼) =

1

2𝜋

∞∫︁

−∞

𝐾(𝛼)𝑒−𝑖𝛼𝑥𝑑𝛼.

Здесь приведены некоторые формулы, вы-
текающие из решения задачи о сближении
берегов трещины по аналогии со сближением
берегов литосферных плит, позволяющие вы-
вести интегральное уравнение и его ядро для
случая старения материала саркофага, при-
водящего к разным его свойствам на берегах
трещины

𝐾0(𝛼1) = −𝐷
(︂
1 +

𝜉1
𝜉2

)︂
,

𝜉1 = 𝐵𝜆𝐿−(𝛼2𝜆−) +𝐵𝑟𝐿+(𝛼2𝑟+),

𝜉2 = (𝐵𝑟𝐿+(𝛼2𝑟+) +𝐵𝜆𝐿−(𝛼2𝜆−))−
− 𝜀−1

6 𝑘∞(𝛼1),

𝐷 = −𝐴𝜆𝑄𝜆(𝛼1,−𝜃) +𝐴𝑟𝑄𝑟(𝛼1, 𝜃), 𝜃 > 0,

𝐺−(𝛼1, 𝛼2) = 𝐿−(𝛼2)
1

𝜀−1
6 𝑘∞(𝛼1)

𝐾0(𝛼1, 𝛼2),

𝐺+(𝛼1, 𝛼2) = 𝐿+(𝛼2)
1

𝜀−1
6 𝑘∞(𝛼1)

𝐾0(𝛼1, 𝛼2),

𝐴𝜆(𝛼1, 𝛼2) = −𝑒
−𝑖𝛼2𝜃

𝛼2𝜆−
,

𝐵𝜆(𝛼1, 𝛼2) =
𝑒−𝑖(𝛼2−𝛼2𝜆−)𝜃

𝛼2𝜆−
,

𝐴𝑟(𝛼1, 𝛼2) = −𝑒
𝑖𝛼2𝜃

𝛼2𝑟+
,

𝐵𝑟(𝛼1, 𝛼2) =
𝑒𝑖(𝛼2−𝛼2𝑟+)𝜃

𝛼2𝑟+
,

𝑘∞(𝛼1) = lim |𝛼2|−1𝐾(𝛼1, 𝛼2), |𝛼2| → ∞
Если имеет место равенство свойств частей
саркофага на обоих берегах, то есть

𝐴𝜆(𝛼1) = 𝐴𝑟(𝛼1),

F−1
1 (𝑥1)𝑄𝜆(𝛼1,0) = −F−1

1 (𝑥1)𝑄𝑟(𝛼1),

−∞ 6 𝑦 6 𝑐1, 𝑐2 6 𝑦 6 ∞,

тогда

𝐷 =
1

𝛼2𝜆−(𝛼1)
[𝑄𝜆(𝛼1,0) +𝑄𝑟(𝛼1, )] ,

𝑠0(𝑥1) = F−1
1 (𝑥1) [𝑄𝜆(𝛼1,0) +𝑄𝑟(𝛼1)] ,

𝑐1 6 𝑥1 6 𝑐2,
𝑐2∫︁

𝑐1

𝑘1(𝑦 − 𝜉)𝑠0(𝜉)𝑑𝜉 = 𝜎2(𝑦), 𝑐1 6 𝑦 6 𝑐2,

𝑘1(𝑥1) = F−1
1 (𝑥1)

𝐾(𝛼1, )

𝛼2𝜆−(𝛼1, )
.

В том случае, если 𝑐2 = ∞, получается ин-
тегральное уравнение для полубесконечной
трещины

∞∫︁

𝑐1

𝑘1(𝑦 − 𝜉)𝑠0(𝜉)𝑑𝜉 = 𝜎2(𝑦), 𝑐1 6 𝑦 6 ∞.

С помощью этих интегральных уравнений
можно определять степень воздействия на бе-
рега разлома, чтобы снизить или увеличить
коэффициент концентрации в контактных ха-
рактеристиках мембраны.

Выводы

По построению функция 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) пред-
ставляет потенциал, который пропорциона-
лен давлению или углу поворота края мембра-
ны. Построенное решение задачи позволяет
его оценивать в любой точке рассматрива-
емой области, в том числе вблизи границы
трещины. В модели можно выбирать различ-
ные постановки задач, меняя воздействия на
стенки и саркофаг, а также варьировать па-
раметрами анизотропии, тем самым выявляя
предельно критические состояния оползневой
структуры, после чего будет расти трещина
разрыв саркофага и начнется оползневый про-
цесс.

Все результаты, полученные для уравне-
ний Гельмгольце, благодаря результату, пред-
ставленному в [14], переносятся на материалы
различных реологических свойств.
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