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Abstract. The development of numerical modeling of the dynamics of water bodies for solving
environmental problems is of great importance. In recent years, modern computer technology
has made it possible to significantly increase the discretization of the problems to be solved
for more accurate reproduction of dynamic processes. However, the direction associated with
the development of the models themselves, algorithms and methods of their integration is not
exhausted, since the joint use of modern computer power and new computational approaches
can lead to a positive effect in solving such problems. When choosing a model that describes
the dynamics of a reservoir, it is necessary to evaluate the quality of the schemes and algorithms
used. Therefore, the presence of an analytical solution to a particular problem allows you to
perform such testing. Dynamic models are quite complex. In the literature, some classical
analytical solutions for the simplest statements are known, for example, the Stommel model.
In this paper, we consider a problem whose solution allows us to obtain an analytical solution
for its three-dimensional additional part and vertical component. The solution is obtained for
the formulation in a dimensionless form. In this paper, an analytical solution is obtained under
constant wind action.

Keywords: wind circulation model, analytical solution, velocity components, vertical velocity,
constant wind.

Развитие численного моделирования ди-
намики водоемов для решения задач экологи-
ческой направленности имеют большое зна-
чение. В последние годы современная ком-
пьютерная техника позволила существенно
увеличить дискретизацию решаемых задач
для более точного воспроизведения динами-
ческих процессов. Но направление, связан-
ное с развитием самих моделей, алгоритмов
и методов их интегрирования не исчерпано,
т.к. совместное использование современных
компьютерных мощностей и новых вычисли-
тельных подходов может привести к положи-
тельному эффекту при решении таких задач.
При выборе модели, описывающей динами-

ку водоема, необходимо оценить качество ис-
пользуемых схем и алгоритмов. Поэтому на-
личие аналитического решения той или иной
задачи позволяет осуществить такое тести-
рование. Динамические модели достаточно
сложны. В литературе известны некоторые
классические аналитические решения для са-
мых простых постановок, например, модель
Стоммела [1–4]. В [5] такая задача решается
на основе метода обращения динамического
оператора [4] для исследования применяемых
вычислительных схем специального вида при
вычислении полей скорости. В работе [6] рас-
сматривается более сложная задача, реше-
ние которой позволяет получить аналитиче-
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ское решение для баротропной компоненты
скорости, ее трехмерной добавочной части и
вертикальной составляющей при задании ка-
сательного напряжения ветра специальным
образом. Решение получено для постановки
в безразмерном виде. В данной работе полу-
чено аналитическое решение при постоянном
ветровом воздействии.

1. Задача в безразмерном виде

Пусть поверхность рассматриваемого во-
доема в плоскости 𝑥0𝑦 имеет форму прямо-
угольника

Ω0 = [0, 𝑟]× [0, 𝑞] ,

его глубина 𝐻 > 0. Оси декартовой си-
стемы координат направлены следующим
образом: 0𝑥 — на восток, 0𝑦 — на север,
0𝑧 — вертикально вниз. В трехмерной об-
ласти Ω = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) | (𝑥, 𝑦) ∈ Ω0, 0 6 𝑧 6 𝐻}
рассмотрим систему уравнений движения в
безразмерной форме

⎧
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+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0,

(1.1)

𝑡 > 0, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈
0
Ω,

с краевыми условиями
{︂
𝑡 > 0, 𝑧 = 0, (𝑥, 𝑦) ∈

0
Ω0

}︂
:

𝑘
𝜕𝑢

𝜕𝑧
= −𝜏𝑥, 𝑘

𝜕𝑣

𝜕𝑧
= −𝜏𝑦, 𝑤 = 0; (1.2)

{︂
𝑡 > 0, 𝑧 = 𝐻, (𝑥, 𝑦) ∈

0
Ω0

}︂
:

𝑘
𝜕𝑢

𝜕𝑧
= −𝜏 𝑏𝑥, 𝑘

𝜕𝑣

𝜕𝑧
= −𝜏 𝑏𝑦 , 𝑤 = 0; (1.3)

{𝑡 > 0, 0 6 𝑧 6 𝐻, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕Ω0} :

𝑈 · n𝑥 + 𝑉 · n𝑦 = 0; (1.4)

и начальными данными

{𝑡 = 0, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ Ω} :

𝑢 = 𝑢𝑜, 𝑣 = 𝑣𝑜, 𝑤 = 𝑤𝑜. (1.5)

Здесь
0
Ω,

0
Ω0 — внутренние точки соответству-

ющей области.
В (1.4) безразмерные интегральные ско-

рости определяются следующим образом:

𝑈(𝑡, 𝑥, 𝑦) =

𝐻∫︁

0

𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧,

𝑉 (𝑡, 𝑥, 𝑦) =

𝐻∫︁

0

𝑣(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧,

а в (1.3) используется следующий вариант
параметризации придонного трения

𝜏 𝑏𝑥 = 𝜇𝑈, 𝜏 𝑏𝑦 = 𝜇𝑉, 𝜇 ≡ const > 0. (1.6)

В соответствии с моделью Стоммела, предпо-
ложим

ℓ = ℓ0 + 𝛽𝑦, 𝑘 ≡ const; (1.7)

𝜏𝑥 = const, 𝜏𝑦 = const.

Горизонтальные компоненты вектора скоро-
сти будем искать в виде

𝑢 = 𝑈𝐻−1 + 𝑢̂, 𝑣 = 𝑉 𝐻−1 + 𝑣, (1.8)

где первые слагаемые называются баротроп-
ными, а вторые назовем добавочными состав-
ляющими скорости.

2. Аналитические решения.
Баротропные составляющие

В системе уравнений (1.1)–(1.5) проинте-
грируем каждое уравнение по переменной «𝑧»
в пределах от 0 до 𝐻, с учетом краевых усло-
вий, получим задачу для интегральных ско-
ростей
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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𝜕𝑦
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𝜕𝑥
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𝜕𝑉

𝜕𝑦
= 0, (𝑥, 𝑦) ∈

0
Ω0;

𝑈 · n𝑥 + 𝑉 · n𝑦 = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕Ω0.

(2.1)

Из первых двух уравнений в (2.1) исключаем
градиенты давления, используя перекрестное
дифференцирование получим
⎧
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− 𝛽𝑉 = 0,
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+
𝜕𝑉

𝜕𝑦
= 0, (𝑥, 𝑦) ∈

0
Ω0;

𝑈 · n𝑥 + 𝑉 · n𝑦 = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕Ω0.

(2.2)
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Задача (2.2) имеет единственное решение, а
значит, для данной постановки интегральные
скорости тождественно равны нулю

𝑈 ≡ 𝑉 ≡ 0. (2.3)

Таким образом, в силу (2.3) горизонтальные
составляющие 𝑢, 𝑣 совпадают, соответствен-
но, с «дополнительными» составляющими 𝑢̂,
𝑣. Кроме того, в силу (1.6)

𝜏 𝑏𝑥 = 𝜏 𝑏𝑦 = 0. (2.4)

3. Аналитическое решение.
Добавочные составляющие

Подставим в первые два уравнения систе-
мы (2.1) горизонтальные компоненты вектора
скорости, записанные в форме (1.8). Учиты-
вая (2.3), получаем задачу для добавочных
составляющих горизонтальных скоростей

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

− ℓ𝑣 =
𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝑘
𝜕𝑢̂

𝜕𝑧

)︂
− 𝜏𝑥
𝐻
,

ℓ𝑢̂ =
𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝑘
𝜕𝑣

𝜕𝑧

)︂
− 𝜏𝑦
𝐻
,

(3.1)

(𝑥, 𝑦) ∈ Ω0, 0 < 𝑧 < 𝐻;

{𝑧 = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω0} :

𝑘
𝜕𝑢̂

𝜕𝑧
= −𝜏𝑥, 𝑘

𝜕𝑣

𝜕𝑧
= −𝜏𝑦; (3.2)

{𝑧 = 𝐻, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω0} :

𝑘
𝜕𝑢̂

𝜕𝑧
= 0, 𝑘

𝜕𝑣

𝜕𝑧
= 0. (3.3)

Запишем задачу (3.1)–(3.3) в комплексной
форме, вводя следующие функции: 𝜃 = 𝑢̂+𝑖·𝑣,
𝜏 = 𝜏𝑥 + 𝑖 · 𝜏𝑦. Получим
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑖ℓ𝜃 − 𝑘
𝜕2𝜃

𝜕𝑧2
= − 𝜏

𝐻
, 0 < 𝑧 < 𝐻;

𝑧 = 0 : 𝑘
𝜕𝜃

𝜕𝑧
= −𝜏 ;

𝑧 = 𝐻 : 𝑘
𝜕𝜃

𝜕𝑧
= 0.

(3.4)

Общее решение уравнения из (3.4) найдем
как сумму частного решения этого уравнения
и общего решения соответствующего однород-
ного уравнения. Введем следующие функции:

𝐶 (𝑧) = cos (𝐻 − 𝑧) 𝜂 · ch (𝐻 + 𝑧) 𝜂−
− cos (𝐻 + 𝑧) 𝜂 · ch (𝐻 − 𝑧) 𝜂,

𝑆 (𝑧) = sin (𝐻 − 𝑧) 𝜂 · sh (𝐻 + 𝑧) 𝜂−
− sin (𝐻 + 𝑧) 𝜂 · sh (𝐻 − 𝑧) 𝜂;

где

𝜂 =

√︂
ℓ

2𝑘
,

𝐿 (𝑧) =
𝐶 (𝑧)

𝐶 (𝐻)
− 𝑧

𝐻
, 𝑀 (𝑧) =

𝑆 (𝑧)

𝐶 (𝐻)
.

𝐶𝑠 (𝑧) = cos (𝐻 − 𝑧) 𝜂 sh (𝐻 + 𝑧) 𝜂+

+ cos (𝐻 + 𝑧) 𝜂 sh (𝐻 − 𝑧) 𝜂,

𝑆𝑐 (𝑧) = sin (𝐻 − 𝑧) 𝜂 ch (𝐻 + 𝑧) 𝜂+

+ sin (𝐻 + 𝑧) 𝜂 ch (𝐻 − 𝑧) 𝜂.

С учетом краевых условий на поверхности и
дне из (3.4) можно получить

𝑢 = 𝑢̂ = − 𝜏𝑦
ℓ𝐻

+

+
𝜂

ℓ𝐶 (𝐻)

[︀
(𝜏𝑦 + 𝜏𝑥) Cs (𝐻 − 𝑧)+

+ (𝜏𝑦 − 𝜏𝑥) Sc (𝐻 − 𝑧)
]︀
,

𝑣 = 𝑣 =
𝜏𝑥
ℓ𝐻

+

+
𝜂

ℓ𝐶 (𝐻)

[︀
(𝜏𝑦 − 𝜏𝑥) Cs (𝐻 − 𝑧)−

− (𝜏𝑦 + 𝜏𝑥) Sc (𝐻 − 𝑧)
]︀
. (3.5)

4. Аналитическое решение.
Вертикальная компонента вектора

скорости

Вертикальную компоненту «𝑤» вектора
скорости определяем из уравнения неразрыв-
ности. Для этого проинтегрируем уравнение
неразрывности по переменной 𝑧 от 0 до 𝑧,
учитывая краевое условие (1.2). Имеем

𝑤 (𝑧) =
𝛽

ℓ2
[𝜏𝑥𝐿(𝐻 − 𝑧) + 𝜏𝑦𝑀(𝐻 − 𝑧)]−

− 𝜏𝑥
ℓ

{︂
𝐶𝑌 (𝐻 − 𝑧)−

− 𝐶𝑌 (𝐻)

[︂
𝐿 (𝐻 − 𝑧) +

𝐻 − 𝑧

𝐻

]︂}︂

− 𝜏𝑦
ℓ
[𝑆𝑌 (𝐻 − 𝑧)− 𝐶𝑌 (𝐻)𝑀 (𝐻 − 𝑧)] ,

(4.1)
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где введены следующие функции:

𝑃 (𝑧) = (𝐻 + 𝑧)
[︀
cos (𝐻 − 𝑧) 𝜂 sh (𝐻 + 𝑧) 𝜂+

+ sin (𝐻 + 𝑧) 𝜂 ch (𝐻 − 𝑧) 𝜂
]︀
,

𝑄 (𝑧) = (𝐻 + 𝑧)
[︀
sin (𝐻 − 𝑧) 𝜂 ch (𝐻 + 𝑧) 𝜂−

− cos (𝐻 + 𝑧) 𝜂 sh (𝐻 − 𝑧) 𝜂
]︀
;

𝐶𝑌 (𝑧) =
𝛽

4𝑘𝜂𝐶 (𝐻)
[𝑃 (𝑧)− 𝑃 (−𝑧)] ,

𝑆𝑌 (𝑧) =
𝛽

4𝑘𝜂𝐶 (𝐻)
[𝑄 (𝑧)−𝑄 (−𝑧)] .

Построено аналитическое решение модели
ветровой циркуляции для использования его
в качестве тестового решения при анализе
схем и алгоритмов при построении динами-
ческих моделей водоемов. Полученное анали-
тическое решение может быть использовано
для тестирования различных вычислитель-
ных схем при интегрировании моделей. В ра-
боте [6] получены аналитические выражения
для различных компонент поля скорости, а
в [7] произведено сравнение с полученным
точным аналитическим решением разнооб-
разных способов вычисления вертикальной
компоненты поля скорости [5,8], что особен-
но важно при интегрировании динамических
моделей водоемов.
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