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Abstract. Mixed boundary value problems of diffusion-convection-decay are of great interest to
researchers, since they describe different physical processes most accurately in comparison with
solutions of similar homogeneous problems. The investigated boundary value problems can have
different physical interpretations. In this work, they are considered as processes of propagation of
substances in a diffusion layer with different properties of reflection and absorption of impurities by
the boundaries of the layer. The constructed mathematical model of a mixed stationary boundary
value problem of diffusion-convection-decay for a homogeneous layer and numerical algorithms
allow solving the problem with the Dirichlet and Neumann boundary conditions and conditions of
the third kind (in their various combinations) with high accuracy. In a two-dimensional formulation,
the mixed boundary value problem for the diffusion layer is reduced to the Wiener-Hopf integral
equation. The integral equation is solved by the factorization method. A large number of numerical
examples are presented. The influence of the solution to the integral equation most significantly
affects the nature of the distribution of the substance in the near zone. The influence of boundary
conditions is more global in nature. The developed model is applicable without fundamental
changes for solving a mixed problem with a multilayer package of layers with different properties
of each layer.

Keywords: equations of turbulent diffusion, mixed stationary boundary value problem, Wiener-
Hopf integral equation, factorization method.

Введение

Смешанные краевые задачи диффузии-
конвекции-распада представляют большой
интерес для исследователей, поскольку они
наиболее точно описывает различные физи-

ческие процессы, часто давая качественно но-
вые свойства решения по сравнению с реше-
ниями аналогичных однородных задач [1,7,8].
Это касается прямых и обратных задач в
различных постановках [1, 2], как стационар-
ных, так и нестационарных [2, 3]. Смешан-
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ные задачи могут оказаться полезными так-
же в связи с изучением эффектов аномаль-
ной диффузии [4, 5]. В большинстве случаев
решение смешанных задач сводится к реше-
нию различных интегральных или интегро-
дифференциальных уравнений [1,6–8], и, как
правило, решение таких уравнений (или си-
стем уравнений) оказывается сложным в ана-
литическом и численном отношении. Метод
факторизации и метод блочного элемента
для решения плоских и пространственных
краевых задач диффузии-конвекции-распада
впервые был предложен академиком Бабеш-
ко В.А. [6] и получил дальнейшее развитие
в работах его учеников [7, 8]. В двумерной
постановке смешанная краевая задача для
диффузионного слоя может быть сведена к
интегральному уравнению Винера–Хопфа [9],
которое достаточно просто решается мето-
дом факторизации. В данной работе мето-
дом факторизации исследуется смешанная
задача, аналогичная рассмотренной в [6], но
в более общей постановке граничных усло-
вий. Постановка задачи позволяет моделиро-
вать условия Дирихле, Неймана или условия
третьего рода в разных комбинациях. Полу-
чено большое количество численных приме-
ров. Исследуемые уравнения, как известно,
могут иметь самую разную физическую ин-
терпретацию [2–5], но в данном случае они
рассматриваются как процессы распростране-
ния загрязняющих веществ в диффузионном
слое с различными свойствами отражения и
поглощения границами слоя примеси. В зна-
чительной степени данная работа основана
на аналитических и численных результатах,
полученных в работе [10].

1. Постановка задачи и общая схема
решения

Рассмотрим однородный слой −∞ 6 𝑥 6
6 +∞, 0 6 𝑧 6 ℎ, в котором происходят
процессы диффузии-конвекции-распада одно-
компонентного вещества. Для среднемасштаб-
ного приближения уравнение турбулентной
диффузии, описывающее данные процессы,
имеет вид [3]

𝑢
𝜕𝜑

𝜕𝑥
+ 𝑤

𝜕𝜑

𝜕𝑧
+ 𝜎𝜑 = 𝜇

𝜕2𝜑

𝜕𝑥2
+ 𝜈

𝜕2𝜑

𝜕𝑧2
. (1.1)

Здесь 𝜑 — концентрация вещества, 𝑢, 𝑤 —
скорости конвекции в горизонтальном и вер-
тикальном направлениях, 𝜎 > 0 — коэффици-
ент распада, 𝜇 > 0, 𝜈 > 0 — коэффициенты

горизонтальной и вертикальной диффузии
соответственно. В плоскостях 𝑧 = 0, 𝑧 = ℎ
заданы смешанные граничные условия доста-
точно общего вида:

𝑎0 𝜑(𝑥, 𝑧)|𝑧=0 + 𝑏0
𝜕𝜑(𝑥, 𝑧)

𝜕𝑧

⃒⃒
⃒⃒
𝑧=0

= 0, (1.2)

𝑥 < 0,

𝜑(𝑥, 𝑧)|𝑧=0 = 𝑏𝑒−𝜂𝑥, (1.3)

𝑏 > 0, 𝜂 > 0, 𝑥 > 0,

𝑎1𝜑(𝑥, ℎ) + 𝑏1
𝜕𝜑(𝑥, 𝑧)

𝜕𝑧

⃒⃒
⃒⃒
𝑧=ℎ

= 0, (1.4)

−∞ 6 𝑥 6 +∞.

Считаем, что коэффициенты 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 неотрица-
тельны и в каждой паре (𝑎0, 𝑏0), (𝑎1, 𝑏1) не
равны нулю одновременно. Из физических
соображений требуется выполнение условия
убывания на бесконечности

lim
𝑟→+∞

𝜑(𝑥, 𝑧) = 0, 𝑟 =
√︀
𝑥2 + 𝑧2. (1.5)

Введем одномерное преобразование Фурье 𝐹𝑥

по 𝑥 с параметром 𝛼 и применим его к функ-
циям концентрации 𝜑 и источника 𝑞 (задан-
ного на положительной полуоси), их симво-
лы Фурье обозначим Φ = 𝐹𝑥 [𝜑], 𝑄 = 𝐹𝑥 [𝑞]
Введем также символ Фурье функции Грина
𝐾 = 𝐹𝑥 [𝑘], соответствующей краевой задаче
(1.1)–(1.4). Решение в образах Фурье будем
искать в виде

Φ(𝛼, 𝑧) = 𝐾(𝛼, 𝑧)𝑄(𝛼). (1.6)

Решение исходной краевой задачи предста-
вим в виде обратного преобразования Фурье

𝜑(𝑥, 𝑧) =
1

2𝜋

∞∫︁

−∞

𝐾(𝛼, 𝑧)×

×𝑄(𝛼) exp(−𝑖𝛼𝑥)𝑑𝛼. (1.7)

Функция 𝑄(𝛼) будет строиться в п. 3 мето-
дом факторизации [6,9]. После определения
функции 𝑄(𝛼) вычисление интеграла (1.7) до-
статочно просто можно реализовать численно
или численно-аналитически, на основе теории
вычетов, как это подробно описано в [10].
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2. Решение вспомогательной краевой
задачи

Найдем символ Фурье функции Грина
𝐾(𝛼, 𝑧) для следующей вспомогательной од-
нородной краевой задачи:

𝜈
𝜕2𝐾

𝜕𝑧2
−𝑤

𝜕𝐾

𝜕𝑧
−𝐾(𝛼2𝜇− 𝑖𝛼𝑢+𝜎) = 0, (2.1)

0 6 𝑧 6 ℎ,

𝑎0 𝐾(𝛼, 𝑧)|𝑧=0 + 𝑏0
𝜕𝐾(𝛼, 𝑧)

𝜕𝑧

⃒⃒
⃒⃒
𝑧=0

= 1, (2.2)

𝑎1 𝐾(𝛼, 𝑧)|𝑧=ℎ + 𝑏1
𝜕𝐾(𝛼, 𝑧)

𝜕𝑧

⃒⃒
⃒⃒
𝑧=ℎ

= 0, (2.3)

Функцию 𝐾 будем искать в виде

𝐾(𝛼, 𝑧) = 𝑡1 exp(𝜆1𝑧) + 𝑡2 exp(𝜆2𝑧), (2.4)

где 𝑡𝑗 — неизвестные коэффициенты, 𝜆𝑗 —
собственные значения характеристического
уравнения

𝜈𝜆2 − 𝑤𝜆− (𝛼2𝜇− 𝑖𝛼𝑢+ 𝜎) = 0. (2.5)

Тогда

𝜆1 =
𝑤 +

√
𝐷

2𝜈
, 𝜆2 =

𝑤 −
√
𝐷

2𝜈
, (2.6)

𝐷 = 𝑤2 + 4𝜈(𝜇𝛼2 − 𝑖𝛼𝑢+ 𝜎). (2.7)

С учетом (2.4) относительно коэффициентов
𝑡𝑖 получаем систему уравнений

At =

⃦⃦
⃦⃦1
0

⃦⃦
⃦⃦ , (2.8)

𝑎11 = (𝑎0 + 𝑏0𝜆1), 𝑎12 = (𝑎0 + 𝑏0𝜆2),

𝑎21 = (𝑎1 + 𝑏1𝜆1) exp(𝜆1ℎ),

𝑎22 = (𝑎1 + 𝑏1𝜆2) exp(𝜆2ℎ).

Решая систему (2.8), находим

𝑡1 =
(𝑎1 + 𝑏1𝜆2) exp(𝜆2ℎ)

Δ
, (2.9)

𝑡2 =
−(𝑎1 + 𝑏1𝜆1) exp(𝜆1ℎ)

Δ
,

Δ = det(A) =

= (𝑎0 + 𝑏0𝜆1)(𝑎1 + 𝑏1𝜆2) exp(𝜆2ℎ)−
− (𝑎0 + 𝑏0𝜆2)(𝑎1 + 𝑏1𝜆1) exp(𝜆1ℎ). (2.10)

Символ функции Грина K задачи (2.1)–(2.3)
имеет вид

𝐾(𝑧) =
(𝑎1 + 𝑏1𝜆2) exp(𝜆2ℎ+ 𝜆1𝑧)

Δ
−

− (𝑎1 + 𝑏1𝜆1) exp(𝜆1ℎ+ 𝜆2𝑧)

Δ
. (2.11)

Найдем вычет res𝐾(𝜉𝑚, 𝑧) в простом полюсе
𝜉𝑚, для этого определим производную

𝜕Δ(𝛼)

𝜕𝛼
= (𝑏0𝜆

′
1)(𝑎1 + 𝑏1𝜆2)𝑒

𝜆2ℎ+

+ (𝑎0 + 𝑏0𝜆1)(𝑏1𝜆
′
2)𝑒

𝜆2ℎ+

+ (𝑎0 + 𝑏0𝜆1)(𝑎1 + 𝑏1𝜆2)𝜆
′
2ℎ𝑒

𝜆2ℎ−
− (𝑏0𝜆

′
2)(𝑎1 + 𝑏1𝜆1)𝑒

𝜆1ℎ−
− (𝑎0 + 𝑏0𝜆2)(𝑏1𝜆

′
1)𝑒

𝜆1ℎ−
− (𝑎0 + 𝑏0𝜆2)(𝑎1 + 𝑏1𝜆1)𝜆

′
1ℎ𝑒

𝜆1ℎ, (2.12)

𝜕𝜆1
𝜕𝛼

=
(2𝜇𝛼− 𝑖𝑢)√︀

𝑤2 + 4𝜈 (𝜇𝛼2 + 𝜎 − 𝑖𝛼𝑢)
, (2.13)

𝜕𝜆2
𝜕𝛼

= −𝜕𝜆1
𝜕𝛼

.

Теперь

res𝐾(𝜉𝑚, 𝑧) =

=
(𝑎1 + 𝑏1𝜆2(𝜉𝑚))𝑒𝜆2(𝜉𝑚)ℎ+𝜆1(𝜉𝑚)𝑧

Δ′(𝜉𝑚)
−

− (𝑎1 + 𝑏1𝜆1(𝜉𝑚))𝑒𝜆1(𝜉𝑚)ℎ+𝜆2(𝜉𝑚)𝑧

Δ′(𝜉𝑚)
. (2.14)

3. Формулировка и решение
интегрального уравнения

Винера-Хопфа

Введем еще одну вспомогательную зада-
чу, продолжив правую часть (1.2) в область
𝑥 > 0 функцией 𝑞(𝑥). Граничные условия
(1.2), (1.4) принимают вид

𝑎0 Φ(𝛼, 𝑧)|𝑧=0 + 𝑏0
𝜕Φ(𝛼, 𝑧)

𝜕𝑧

⃒⃒
⃒⃒
𝑧=0

= 𝑄(𝛼),

(3.1)

𝑄(𝛼) =

∞∫︁

0

𝑞(𝑥)𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥, (3.2)

𝑎1Φ(𝛼, ℎ) + 𝑏1
𝜕Φ(𝛼, 𝑧)

𝜕𝑧

⃒⃒
⃒⃒
𝑧=ℎ

= 0. (3.3)

Очевидно, что построенная функция 𝐾(𝛼, 𝑧)
(2.11) такова, что

Φ(𝛼, 𝑧) = 𝐾(𝛼, 𝑧)𝑄(𝛼). (3.4)
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Беря обратное преобразование Фурье от (3.4),
получаем интегральное уравнение вида

1

2𝜋

∞∫︁

−∞

𝐾(𝛼)𝑄(𝛼)𝑒−𝑖𝛼𝑥𝑑𝛼 = 𝑏𝑒−𝜂𝑥, (3.5)

𝑥 > 0.

Используя представление (3.2), уравнение
(3.5) можно записать в виде

∞∫︁

0

𝑘(𝑥− 𝜉)𝑞(𝜉)𝑑𝜉 = 𝑏𝑒−𝜂𝑥, 𝑥 > 0, (3.6)

𝑘(𝑥− 𝜉) =
1

2𝜋

∞∫︁

−∞

𝐾(𝛼)𝑒−𝑖𝛼(𝑥−𝜉)𝑑𝛼. (3.7)

Из вида функции 𝐾(𝛼) (2.11) следует, что она
является мероморфной в комплексной плос-
кости функцией параметра 𝛼. Известно [6],
что ядро уравнения Винера–Хопфа (3.6) соот-
ветствует средам с сильным затуханием, са-
мо уравнение эквивалентно уравнению Фред-
гольма второго рода, и, следовательно, оно
может решаться любыми известными мето-
дами. При корректной постановке краевой
вспомогательной задачи (3.1)–(3.3) нули 𝑧𝑚
и полюсы 𝜉𝑚 функции 𝐾(𝛼) являются чисто
мнимыми, однократными, регулярно череду-
ющимися в верхней и нижней полуплоскостях
и быстро выходящими на асимптотику вида

𝜉𝑚 = ±𝑖(𝑚− 1/2)𝜋 + 𝑝,

𝑝 = const, 𝑚≫ 1.
(3.8)

Перечисленные свойства нулей и полюсов поз-
воляют легко реализовать их численное на-
хождение. Найдя нули и полюса, мероморф-
ную функцию𝐾(𝛼) (2.11) можно представить
в следующем виде

𝐾(𝛼) = 𝐴
∞∏︁

𝑚=1

(︂
1− 𝛼

𝑧+𝑚

)︂(︂
1− 𝛼

𝜉+𝑚

)︂−1

×

×
(︂
1− 𝛼

𝑧−𝑚

)︂(︂
1− 𝛼

𝜉−𝑚

)︂−1

. (3.9)

Функцию 𝐾(𝛼) можно факторизовать в виде
произведения двух функций

𝐾(𝛼) = 𝐾+(𝛼)𝐾−(𝛼), (3.10)

где

𝐾+(𝛼) =
√
𝐴

∞∏︁

𝑚=1

(︂
1− 𝛼

𝑧−𝑚

)︂(︂
1− 𝛼

𝜉−𝑚

)︂−1

,

(3.11)

𝐾−(𝛼) =
√
𝐴

∞∏︁

𝑚=1

(︂
1− 𝛼

𝑧+𝑚

)︂(︂
1− 𝛼

𝜉+𝑚

)︂−1

,

𝐴 = 𝐾(0).

Функция 𝐾+(𝛼) регулярна в верхней ком-
плексной полуплоскости и не имеет там нулей,
функция 𝐾−(𝛼) обладает такими же свой-
ствами в нижней полуплоскости. Для реше-
ния интегрального уравнения (3.6) продол-
жим его на всю ось и представим в виде

∞∫︁

0

𝑘(𝑥− 𝜉)𝑞(𝜉)𝑑𝜉 =

= 𝑏𝑒−𝜂𝑥𝜒(𝑥) + 𝑒(𝑥) [1− 𝜒(𝑥)] . (3.12)

Здесь 𝜒(𝑥) — функция Хевисайда

𝜒(𝑥) =

{︂
1, 𝑥 > 0;

0, 𝑥 < 0.
(3.13)

Применяя к (3.12) преобразование Фурье на
всей прямой, получаем следующие соотноше-
ния

𝐾(𝛼)𝑄+(𝛼) = 𝐸−(𝛼)− 𝑖𝑏

𝛼+ 𝑖𝜂
, (3.14)

𝑄+(𝛼) =

∞∫︁

0

𝑞(𝑥)𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥,

𝐸−(𝛼) =

0∫︁

−∞

𝑒(𝑥)𝑒𝑖𝛼𝑥𝑑𝑥.

Несложно показать, что функции 𝑄+(𝛼),
𝐸−(𝛼) регулярны в верхней и нижней плос-
костях соответственно. Используя фактори-
зацию (3.10), запишем (3.14) в виде

𝐾+(𝛼)𝑄+(𝛼) =

=
𝐸−(𝛼)
𝐾−(𝛼)

− 𝑖𝑏

(𝛼+ 𝑖𝜂)𝐾−(𝛼)
. (3.15)

Последний член (3.15) можно факторизовать
в виде суммы

𝑖𝑏

(𝛼+ 𝑖𝜂)𝐾−(𝛼)
= 𝑓+(𝛼) + 𝑓−(𝛼), (3.16)
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𝑓+(𝛼) =
𝑖𝑏

(𝛼+ 𝑖𝜂)𝐾−(−𝑖𝜂) , (3.17)

𝑓−(𝛼) =

=
𝑖𝑏

(𝛼+ 𝑖𝜂)

[︂
1

𝐾−(𝛼)
− 1

𝐾−(−𝑖𝜂)

]︂
. (3.18)

Представим теперь уравнение (3.15) в следу-
ющем виде

𝐾+(𝛼)𝑄+(𝛼) + 𝑓+(𝛼) =

=
𝐸−(𝛼)
𝐾−(𝛼)

− 𝑓−(𝛼) ≡ Γ(𝑎). (3.19)

Используя метод аналитического продолже-
ния, можно показать, что Γ(𝑎) ≡ 0. Тогда

𝑄+(𝛼) = − 𝑓+(𝛼)

𝐾+(𝛼)
, (3.20)

𝐸−(𝛼) = 𝐾−(𝛼)𝑓−(𝛼). (3.21)

Запишем оригиналы функций 𝑄+(𝛼), 𝐸−(𝛼)

𝑞(𝑥) =
−1

2𝜋

∞∫︁

−∞

𝑓+(𝛼)

𝐾+(𝛼)
𝑒−𝑖𝛼𝑥𝑑𝛼, (3.22)

𝑒(𝑥) =
1

2𝜋

∞∫︁

−∞

𝐾−(𝛼)𝑓−(𝛼)𝑒−𝑖𝛼𝑥𝑑𝛼. (3.23)

Внося представление (3.20) или (3.21) в (1.7),
получаем окончательные (эквивалентные) вы-
ражения для функции концентрации

𝜑(𝑥, 𝑧) =

=
−1

2𝜋

∞∫︁

−∞

𝐾(𝛼, 𝑧)
𝑓+(𝛼)

𝐾+(𝛼)
𝑒−𝑖𝛼𝑥𝑑𝛼, (3.24)

𝜑(𝑥, 𝑧) =

=
1

2𝜋

∞∫︁

−∞

𝐾(𝛼, 𝑧)𝐾−(𝛼)𝑓−(𝛼)𝑒−𝑖𝛼𝑥𝑑𝛼,

(3.25)

−∞ 6 𝑥 6 +∞, 0 6 𝑧 6 ℎ.

4. Численные примеры

Интеграл (3.24) или (3.25) легко вы-
числяется либо численно, либо численно-
аналитически, с помощью теории вычетов.
Так, замыкая контур в верхнюю или ниж-
нюю полуплоскость, в зависимости от знака
𝑥, получаем

𝜑(𝑥, 𝑧) =

{︃
𝜔+, 𝑥 6 0;

𝜔−, 𝑥 > 0,
(4.1)

𝜔+ = −𝑖
∞∑︁

𝑚=1

res𝐾(𝜉+𝑚, 𝑧)
𝑓+(𝜉+𝑚)

𝐾+(𝜉+𝑚)
𝑒−𝑖𝜉+𝑚𝑥,

𝜔− = −𝑖
∞∑︁

𝑚=1

res𝐾(𝜉−𝑚, 𝑧)𝐾
−(𝜉−𝑚)𝑓−(𝜉−𝑚)𝑒−𝑖𝜉−𝑚𝑥.

При 𝑧 ̸= 0, вычисление res𝐾(𝜉±𝑚, 𝑧) получает-
ся по формуле (2.14). При 𝑧 = 0 вычисление
вычета, учитывая формулу (3.9), можно по-
лучить, подставляя 𝛼 = 𝜉±𝑚 и делая замену
одного члена

(︂
1− 𝛼

𝜉±𝑚

)︂−1

↔ 𝜉±𝑚. (4.2)

Для расчетов рассматривалось несколько раз-
личных вариантов безразмерных параметров
задачи (1.1)–(1.4). Учитывая большое чис-
ло входных параметров задачи, были выбра-
ны некоторые наиболее интересные варианты
(рис. 1–8):
Вариант 1:

𝑎0 = 0, 𝑏0 = 1,

𝑎1 = 1, 𝑏0 = 0, ℎ = 1,
(4.3)

𝜇 = 0,02, 𝜈 = 0,01, 𝑢 = 0,2, 𝑤 = 0,025,

𝑏 = 1, 𝜂 = 0,5.

Вариант 2:

𝑎0 = 0, 𝑏0 = 1,

𝑎1 = 1, 𝑏0 = 0, ℎ = 1,
(4.4)

𝜇 = 0,02, 𝜈 = 0,01, 𝑢 = −0,2, 𝑤 = 0,025,

𝑏 = 1, 𝜂 = 0,5.

Вариант 3:

𝑎0 = 0,3, 𝑏0 = 1,

𝑎1 = 1, 𝑏0 = 1, ℎ = 1,
(4.5)

𝜇 = 0,02, 𝜈 = 0,01, 𝑢 = 0,2, 𝑤 = 0,025,

𝑏 = 1, 𝜂 = 0,5.
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Рис. 1. Функция концентрации 𝜑(𝑥, 𝑧) для задачи (1.1)–(1.4), вариант 1

Рис. 2. Функция концентрации 𝜑(𝑥, 𝑧) для задачи (1.1)–(1.4), вариант 2

Вариант 4:

𝑎0 = 0,3, 𝑏0 = 1,

𝑎1 = 1, 𝑏0 = 1, ℎ = 1,
(4.6)

𝜇 = 0,02, 𝜈 = 0,01, 𝑢 = −0,2, 𝑤 = 0,025,

𝑏 = 1, 𝜂 = 0,5.

Вариант 5:

𝑎0 = 0, 𝑏0 = 1,

𝑎1 = 1, 𝑏0 = 0, ℎ = 1,
(4.7)

𝜇 = 0,03, 𝜈 = 0,01, 𝑢 = 0,2, 𝑤 = 0,025,

𝑏 = 1, 𝜂 = 0,1.

Вариант 6:

𝑎0 = 0, 𝑏0 = 1,

𝑎1 = 1, 𝑏0 = 0, ℎ = 1,
(4.8)

𝜇 = 0,03, 𝜈 = 0,01, 𝑢 = −0,2, 𝑤 = 0,025,

𝑏 = 1, 𝜂 = 0,1.

Вариант 7:

𝑎0 = 0, 𝑏0 = 1,

𝑎1 = 1, 𝑏0 = 0, ℎ = 1,
(4.9)

𝜇 = 0,03, 𝜈 = 0,01, 𝑢 = −0,2, 𝑤 = −0,025,

𝑏 = 1, 𝜂 = 0,1.
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Рис. 3. Функция концентрации 𝜑(𝑥, 𝑧) для задачи (1.1)–(1.4), вариант 3

Рис. 4. Функция концентрации 𝜑(𝑥, 𝑧) для задачи (1.1)–(1.4), вариант 4

Рис. 5. Функция концентрации 𝜑(𝑥, 𝑧) для задачи (1.1)–(1.4), вариант 5
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Рис. 6. Функция концентрации 𝜑(𝑥, 𝑧) для задачи (1.1)–(1.4), вариант 6

Рис. 7. Функция концентрации 𝜑(𝑥, 𝑧) для задачи (1.1)–(1.4), вариант 7

Рис. 8. Функция концентрации 𝜑(𝑥, 𝑧) для задачи (1.1)–(1.4), вариант 8
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Вариант 8:

𝑎0 = 0, 𝑏0 = 1,

𝑎1 = 1, 𝑏0 = 0, ℎ = 1,
(4.10)

𝜇 = 0,03, 𝜈 = 0,01, 𝑢 = −1, 𝑤 = −0,025,

𝑏 = 1, 𝜂 = 0,1.

Заключение

1. Построенная математическая модель
смешанной стационарной краевой задачи
диффузии-конвекции-распада для однород-
ного слоя и численный алгоритмы позволяют
с высокой точностью решать задачу с гранич-
ными условиями Дирихле, Неймана и усло-
виями третьего рода в их различных комби-
нациях.

2. При вычислении функций 𝐾±(𝛼) тре-
буется порядка 20 членов в формулах (3.11),
в тоже время при вычислении 𝜑(𝑥, 𝑧) (4.1)
достаточно нескольких ближайших к нулю
полюсов 𝜉±𝑚 из-за быстрого убывания экспо-
нент exp(−𝑖𝜉±𝑚𝑥) по 𝑥.

3. При больших значениях 𝜂 ≫ 1 (1.3)
правая часть интегрального уравнения при-
ближается к точечному источнику с конечной
амплитудой, при 𝜂 → +0 правая часть стре-
мится к функции Хевисайда 𝜒(𝑥) (3.13). В
обоих случаях функция 𝑞(𝑥) (3.22) имеет экс-
поненциально убывающий характер по 𝑥 > 0
с показателем, пропорциональным парамет-
ру 𝜂.

4. Влияние решения интегрального урав-
нения 𝑞(𝑥) наиболее существенно сказывается
на характере распределения 𝜑(𝑥, 𝑧) в ближ-
ней зоне. Влияние граничных условий, зада-
ваемых параметрами 𝑎𝑗 , 𝑏𝑗(1.2), (1.4) носит
более глобальный характер.

5. Разработанная модель применима без
принципиальных изменений для решения сме-
шанной задачи с многослойным пакетом сло-
ев с различными свойствами каждого слоя.
При этом явные выражения для решения
вспомогательной задачи 𝐾(𝛼, 𝑧) (2.11) могут
быть легко найдены численно [11].
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