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Abstract. In the case of a plane stress-strain state, a thermodynamically complete energy
condition for the development of an isolated defect is obtained, generalizing the classical condition
of A. Griffiths, for the case when destructive loads are applied both to the external contour of
the body and to the contour of the isolated defect. This problem arises when modeling hydraulic
fracturing of an oil reservoir under the influence of lateral pressure. Taking into account the
entropy component of the released internal energy in the proposed brittle fracture condition
determines the dependence of critical loads on the characteristic dimensions of the isolated defect,
which takes into account the temperature and the linear coefficient of thermal expansion of the
material. The A. Griffiths condition does not explicitly take into account the temperature and
the linear coefficient of thermal expansion of the material and follows from the proposed condition
if the entropy component of the internal energy is neglected.
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Введение

В работах [1, 2] А. Гриффитс сформули-
ровал энергетическое условие хрупкого раз-
рушения, связывающее характерный размер
изолированного дефекта и внешние нагрузки,
вызывающие его развитие. В работах [3–5]
представлено энергетическое условие типа
Гриффитса, учитывающее как потенциаль-
ную, так и энтропийную составляющую вы-
свобождающейся внутренней энергии, опре-
деляющей явную зависимость критических
нагрузок от температуры и линейного коэф-
фициента теплового расширения материала.

В данной работе получено энергетиче-
ское условие хрупкого разрушения, учитыва-
ющее энтропийную составляющую внутрен-
ней энергии в случае, когда развитие изоли-
рованного дефекта происходит под действием
нагрузок, приложенных и к поверхности де-
фекта, и к внешней поверхности тела. Такая
задача возникает, например, при моделирова-

нии гидравлического разрыва нефтеносного
пласта, находящегося под действием бокового
давления, обусловленного горным давлени-
ем [6].

1. Энергетическое условие развития
изолированного дефекта

Для однократного статического нагруже-
ния в изотермическом случае энергетическое
условие разрушения имеет вид [3–5]

𝑑𝑈 + 𝑑𝑈* = 𝑑𝐴. (1.1)

Здесь 𝑈 — внутренняя энергия тела с дефек-
том (трещиной), 𝑈* — внутренняя энергия,
затраченная на образование дефекта, 𝑑𝐴 —
работа внешних сил.

Следуя концепции А. Гриффитса, поло-
жим 𝑈* = 𝛾Σ, где 𝛾 — удельная внутренняя
энергия, «в среднем» затраченная на образо-
вание единицы площади поверхности дефекта
Σ, имеющего в принятых здесь обозначениях
и площадь Σ.
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Условие (1.1) может быть переписано в
эквивалентной форме

𝑑𝑈 − 𝑑𝐴 = 𝑑𝑈*. (1.2)

В выражении (1.2) введены переобозначения:
𝑈 = 𝑈 (0) − 𝑈 (1), 𝐴 = 𝐴(0) − 𝐴(1), — индекс
(0) относится к соответствующим величинам
до образования в теле новой поверхности, а
индекс (1) — величинам после ее образования.

Условия (1.1) и (1.2) эквивалентны, по-
скольку значения 𝑈 (0) и 𝐴(0) не зависят от
характерного линейного размера дефекта 𝑎.
Введение этих величин позволяет получить
эффективный подход к вычислению интегра-
лов внутренней энергии.

В качестве модели тела с дефектом на
внешней, достаточно удаленной от поверхно-
сти дефекта Σ, поверхности 𝑆0 зафиксирова-
ны перемещения, соответствующие приложен-
ной нагрузке к внешней поверхности 𝑆0 этого
же тела, но без дефекта [3–5]. На поверхности
дефекта действуют напряжения.

Рассмотрим случай плоского напряженно-
деформированного состояния. Перепишем
условие (1.2) в виде

𝑑𝑊

𝑑𝐴
= 0, 𝑊 = 𝑈 −𝐴− 𝛾Σ. (1.3)

Следуя [3–5,7], для высвобождающейся внут-
ренней энергии 𝑈 (1.3) имеем

𝑈 = 𝑈 (0) − 𝑈 (1) =

=
1

2

⎛
⎝
∫︁

𝑉0

𝜎
(0)
𝑖𝑗 𝜀

(0)

𝑖𝑗
𝑑v −

∫︁

𝑉1

𝜎
(1)
𝑖𝑗 𝜀

(1)
𝑖𝑗 𝑑v

⎞
⎠+

+ 𝛼01𝑇0𝑘1

⎛
⎝
∫︁

𝑉0

𝜀
(0)
𝑖𝑗 𝛿

𝑖𝑗
𝑑v −

∫︁

𝑉1

𝜀
(1)
𝑖𝑗 𝛿𝑖𝑗𝑑v

⎞
⎠

(1.4)

(𝑖, 𝑗 = 1, 2) .

В (1.4) первое слагаемое представляет потен-
циальную составляющую, а второе — энтро-
пийную составляющую высвобождающейся
внутренней энергии при образовании дефек-
та в теле, занимающем объемы 𝑉0 и 𝑉1 и
ограниченного поверхностями 𝑆0 и 𝑆0 + Σ,
соответственно, где Σ поверхность дефекта
(имеющего в дальнейшем и длину контура Σ),
𝜎𝑖𝑗 , 𝜀𝑖𝑗 — компоненты тензоров напряжения
и деформаций соответственно, 𝛿𝑖𝑗 — символ

Кронекера, 𝛼01 = 𝛼0 для плоского напряжен-
ного состояния, 𝛼01 = 𝛼0(1 + 𝜈) для плоской
деформации, 𝑇0 — абсолютная температура,
𝑘1 = 𝐸/(1− 𝜈) — для плоского напряженного
состояния, 𝑘1 = 𝐸/(1 − 2𝜈) — для плоской
деформации, 𝐸 — модуль упругости, 𝜈 — ко-
эффициент Пуассона.

Если в выражении (1.4) пренебречь вто-
рым слагаемым, получим выражение для вы-
свобождающейся потенциальной составляю-
щей внутренней энергии, что соответствует
классическому условию А. Гриффитса.

Для принятой модели развития дефекта
перемещения

𝑢
(1)
𝑖 (𝑥𝑖) = 𝑢

(0)
𝑖 (𝑥𝑖), 𝑥𝑖𝜖𝑆0 (𝑖 = 1, 2) .

Тогда для величины 𝐴 имеем

𝐴 = 𝐴(0)−𝐴(1) =

∮︁

𝑆0

(︁
𝜎
(0)
𝑖 − 𝜎

(1)
𝑖

)︁
𝑢
(1)
𝑖 𝑛𝑗𝑑𝑠+

+

∮︁

Σ

𝜎
(1)
𝑖𝑗 𝑢

(1)
𝑖 𝑛𝑗𝑑𝑠. (1.5)

В выражении (1.5) 𝑢𝑖 — компоненты векто-
ра перемещения, 𝑛𝑗 — компоненты вектора
внешней нормали к поверхности тела.

Для достаточно удаленной от контура де-
фекта Σ внешней границы 𝑆0 𝜎

(0)
𝑖𝑗 ∼ 𝜎

(1)
𝑖𝑗 , по-

этому можно положить, с учетом выражения
(1.5)

𝐴 =

∮︁

Σ

𝜎
(1)
𝑖𝑗 𝑢

(1)
𝑖 𝑛𝑗𝑑𝑠. (1.6)

Применяя теорему взаимности

𝜎
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(1)
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(0)
𝑖𝑗 ,

для первых двух интегралов (1.4) получим

𝑈 =
1

2

∫︁

𝑉1

(︁
𝜎
(0)
𝑖𝑗 + 𝜎

(1)
𝑖𝑗

)︁(︂
𝜀
(0)
𝑖𝑗 − 𝜀

(1)

𝑖𝑗

)︂
𝑑v+

+
1

2

∫︁

𝑉

𝜎
(0)
𝑖𝑗 𝜀

(0)
𝑖𝑗 𝑑v+

+ 𝛼01𝑇0𝑘1

⎛
⎝
∫︁

𝑉0

𝜀
(0)
𝑖𝑗 𝛿

𝑖𝑗
𝑑v −

∫︁

𝑉1

𝜀
(1)
𝑖𝑗 𝛿

𝑖𝑗
𝑑v

⎞
⎠ .

(1.7)

В выражении (1.7) 𝑉 обозначает область
𝑉 = 𝑉0/𝑉1.

Для дальнейших преобразований выра-
жения (1.7) используем формулу Грина и ее
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Об одном условии развития изолированного дефекта

следствия. Согласно этой формуле, для двух
функций 𝑃 (𝑥, 𝑦) и 𝑄(𝑥𝑦), непрерывных вме-
сте со своими первыми производными в неко-
торой области 𝐷 справедливо равенство

∫︁∫︁

𝐷

(︂
𝜕𝑄

𝜕𝑥1
− 𝜕𝑃

𝜕𝑥2

)︂
𝑑𝑥1𝑑𝑥2 =

=

∮︁

𝐶

𝑃𝑑𝑥1 + 𝑄𝑑𝑥2. (1.8)

Криволинейный интеграл в правой части ра-
венства (1.8) берется по замкнутому конту-
ру 𝐶, ограничивающему область 𝐷 так, что
при обходе по границе 𝐶 область 𝐷 остает-
ся слева. Пусть в начале 𝑄 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑓 · 𝑔
и 𝑃 (𝑥1, 𝑥2) = 0, а затем 𝑄 (𝑥1, 𝑥2) = 0 и
𝑃 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑓 · 𝑔. Тогда из формулы Грина
(1.8) получим, для соответствующих 𝑃 (𝑥, 𝑦)
и 𝑄(𝑥𝑦), две формулы:

∫︁∫︁

𝐷

𝑓
𝜕𝑔

𝜕𝑥1
𝑑𝑥1𝑑𝑥2 =

= −
∫︁∫︁

𝐷

𝑔
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
𝑑𝑥1𝑑𝑥2 +

∮︁

𝐶

𝑓𝑔𝑑𝑥2, (1.9)

∫︁∫︁

𝐷

𝑓
𝜕𝑔

𝜕𝑥2
𝑑𝑥1𝑑𝑥2 =

= −
∫︁∫︁

𝐷

𝑔
𝜕𝑓

𝜕𝑥2
𝑑𝑥1𝑑𝑥2 +

∮︁

𝐶

𝑓𝑔𝑑𝑥1.

Для преобразования первых двух интегралов
в выражении (1.7) используем, последователь-
но соотношения Коши

𝜀𝑖𝑗 =
1

2

(︂
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

)︂
, (1.10)

формулы Грина (1.9) и уравнения равновесия

𝜕𝜎𝑖𝑗/𝜕𝑥𝑗 = 0 (𝑖, 𝑗 = 1, 2). (1.11)

Для преобразования третьего и четвертого
интегралов в выражении (1.7) используем
соотношения Коши (1.10) и формулу Гри-
на (1.8). Проводя указанные преобразования
интегралов, в выражении (1.7) с учетом ра-

венств (1.8)–(1.11) получим

𝑈 =
1

2

∮︁

𝑆0+Σ

(︁
𝜎
(0)
𝑖𝑗 + 𝜎

(1)
𝑖𝑗

)︁(︂
𝑢
(0)
𝑖 − 𝑢

(1)

𝑖

)︂
𝑛𝑗𝑑𝑠+

+
1

2

∮︁

Σ

𝜎
(0)
𝑖𝑗 𝑢

(0)
𝑖 𝑛𝑗𝑑𝑠+

+ 𝛼01𝑇0𝑘1

(︃ ∮︁

𝑆0+Σ

(︂
𝑢
(0)
𝑖 − 𝑢

(1)

𝑖

)︂
𝛿𝑖𝑗𝑛𝑗𝑑𝑠+

+

∮︁

Σ

𝑢
(0)
𝑖 𝛿𝑖𝑗𝑛𝑗𝑑𝑠

)︃
. (1.12)

Поскольку на внешней границе 𝑆0 тела с де-
фектом и без дефекта 𝑢

(0)
𝑖 = 𝑢

(1)
𝑖 , с учетом

равенств (1.12) и (1.6) получаем выражение
для 𝑊

𝑊 =
1

2

∮︁

Σ

(︁
𝜎
(0)
𝑖𝑗 𝑢

(1)
𝑖 − 𝜎

(1)
𝑖𝑗 𝑢

(0)
𝑖 − 𝜎

(1)
𝑖𝑗 𝑢

(1)
𝑖

)︁
𝑛𝑗𝑑𝑠+

+ 𝛼01𝑇0𝑘1

∮︁

Σ

𝑢
(1)
𝑖 𝛿𝑖𝑗𝑛𝑗𝑑𝑠− 𝛾Σ. (1.13)

Тогда условие разрушения (1.3) с учетом вы-
ражения (1.13) при 𝛾 = const имеет вид

𝑑

𝑑𝑎

(︃
1

2

∮︁

Σ

(︁
𝜎
(0)
𝑖𝑗 𝑢

(1)
𝑖 − 𝜎

(1)
𝑖𝑗 𝑢

(0)
𝑖 − 𝜎

(1)
𝑖𝑗 𝑢

(1)
𝑖

)︁
𝑛𝑗𝑑𝑠+

+ 𝛼01𝑇0𝑘1

∮︁

Σ

𝑢
(1)
𝑖 𝛿𝑖𝑗𝑛𝑗𝑑𝑠

)︃
−

− 𝛾
𝑑

𝑑𝑎
Σ (𝑎) = 0. (1.14)

Замечание 1. Если на поверхности де-
фекта напряжения отсутствуют, то 𝜎

(1)
𝑖𝑗 𝑛𝑗 = 0,

(𝑖, 𝑗 = 1, 2), и выражения (1.13), (1.14) совпа-
дают с выражениями, полученными в рабо-
тах [3–5].

Замечание 2. Если на удаленной от де-
фекта внешней поверхности напряжения от-
сутствуют, то в выражениях (1.13), (1.14) сле-
дует положить 𝜎

(0)
𝑖𝑗 = 0, 𝑢(0)𝑖 = 0 и эти выра-

жения соответствуют формулам полученным
в работе [8].
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2. Тестовая задача
Рассмотрим модельную задачу об опреде-

лении зависимости критических нагрузок от
характерного размера центрального дефекта
радиуса а в круглой пластине радиуса 𝑏, ко-
гда на контуре дефекта и на внешнем контуре
пластины действуют равномерные давления
𝑃𝑎 и 𝑃𝑏, соответственно. Объемные силы по-
лагаем равными нулю (𝑋𝑟 = 𝑋𝜃 = 0).

В осесимметричном случае 𝑢𝑟 = 𝑢𝑟 (𝑟),
𝑢𝜃 = 0, 𝜎𝑟𝜃 = 0. Тогда уравнение равнове-
сия, соотношения Коши и закон Гука имеют,
соответственно, вид [9]

𝑑𝜎𝑟
𝑑𝑟

+
𝜎𝑟 − 𝜎𝜃

𝑟
= 0, (2.1)

𝜀𝑟 =
𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑟

, 𝜀𝜃 =
𝑢𝑟
𝑟
, (2.2)

𝜎𝑟 =
𝐸1

1 − 𝜈21
(𝜀𝑟 + 𝜈1𝜀𝜃) ,

𝜎𝜃 =
𝐸1

1 − 𝜈21
(𝜀𝜃 + 𝜈1𝜀𝑟) ,

(2.3)

В выражении (2.3) 𝐸1 = 𝐸
1−𝜈2

, 𝜈1 = 𝜈
1−𝜈

для плоского деформированного состояния,
и 𝐸1 = 𝐸 и 𝜈1 = 𝜈 — для плоского напряжен-
ного состояния.

Подставляя закон Гука (2.3) в уравнение
равновесия (2.1) и учитывая геометрические
соотношения (2.2), получим обыкновенное
дифференциальное уравнение относительно
неизвестной функции 𝑢𝑟(𝑟)

𝑑2𝑢𝑟
𝑑𝑟2

+
1

𝑟

𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑟

− 1

𝑟2
𝑢𝑟 = 0. (2.4)

Общее решение уравнения (2.4) имеет вид

𝑢𝑟 = 𝐶1𝑟 +
𝐶2

𝑟
. (2.5)

Используя общее решение (2.5) и соотноше-
ния (2.2), (2.3), получим компоненты напря-
жений

𝜎𝑟 =
𝐸1

1 − 𝜈1
𝐶1 −

𝐸1

(1 + 𝜈1) 𝑟2
𝐶2,

𝜎𝜃 =
𝐸1

1 − 𝜈1
𝐶1 +

𝐸1

(1 + 𝜈1) 𝑟2
𝐶2,

𝜎𝑟𝜃 = 0.

(2.6)

Постоянные 𝐶1 и 𝐶2 определяются из соот-
ветствующих граничных условий.

Если на внешней границе тела без дефекта
действует постоянное напряжение (в частно-
сти давление), то 𝜎

(0)
𝑟 = 𝜎

(0)
𝜃 = −𝑃𝑏, 𝑎 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑏,

и из равенства (2.6) получаем

−𝑃𝑏 =
𝐸1

1 − 𝜈1
𝐶1, 𝐶2 = 0. (2.7)

Подставляя значения коэффицентов 𝐶1 и 𝐶2

(2.7) в выражение (2.5), находим

𝑢(0)𝑟 = −𝑃𝑏
(1 − 𝜈1)

𝐸1
𝑟. (2.8)

Для тела с дефектом граничные условия име-
ют вид

𝜎(1)
𝑟 = −𝑃𝑎 при 𝑟 = 𝑎,

𝑢(1)𝑟 = 𝑢(0)𝑟 при 𝑟 = 𝑏.
(2.9)

Учитывая выражения (2.5), (2.6) и граничные
условия (2.9), находим

𝐶1 = −1 − 𝜈1
𝐸1

(1 + 𝜈1)𝑃𝑎𝑎
2 + (1 − 𝜈1)𝑃𝑏𝑏

2

(1 + 𝜈1) 𝑎2 + (1 − 𝜈1) 𝑏2
,

(2.10)

𝐶2 = −1 − 𝜈21
𝐸1

(𝑃𝑎 − 𝑃𝑏) 𝑎
2𝑏2

(1 + 𝜈1) 𝑎2 + (1 − 𝜈1) 𝑏2

Выражение для 𝑊 (1.13) при 𝑛1 = 1, 𝑛2 = 0,
𝑑𝑠 = 𝑎𝑑𝜃, Σ = 2𝜋𝑎, 𝛾 = const принимает вид

𝑊 =
1

2

2𝜋∫︁

0

(︁
𝜎(0)
𝑟 (𝑎)𝑢(1)𝑟 (𝑎) − 𝜎(1)

𝑟 (𝑎)𝑢(0)𝑟 (𝑎)−

− 𝜎(1)
𝑟 (𝑎)𝑢(1)𝑟 (𝑎)

)︁
𝑎𝑑𝜃+

+ 𝛼01𝑇0𝑘1

2𝜋∫︁

0

𝑢(1)𝑟 (𝑎) 𝑎𝑑𝜃 − 2𝜋𝑎𝛾. (2.11)

Подставляя значения соответствующих на-
пряжений и перемещений в интегралы (2.11),
с учетом выражений (2.5), (2.8), (2.10) после
интегрирования получаем

𝑊 = 𝜋
(1 − 𝜈1)

𝐸1
×

× 𝑎2
[︂

(1 + 𝜈1)𝑃𝑎(𝑏2 − 𝑎
2
) − 2𝑃𝑏𝑏

2

(1 + 𝜈1) 𝑎2 + (1 − 𝜈1) 𝑏2
×

× (𝑃𝑎 − 𝑃𝑏) − 𝑃𝑎𝑃𝑏+

+2𝛼01𝑇0𝑘1
(1 + 𝜈1)𝑃𝑎(𝑏2 − 𝑎

2
) − 2𝑃𝑏𝑏

2

(1 + 𝜈1) 𝑎2 + (1 − 𝜈1) 𝑏2

]︂
−2𝜋𝑎𝛾.

(2.12)

11
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Переходя в выражении (2.12) к пределу при
𝑏 → ∞, будем иметь

𝑊 = 𝜋
𝑎2

𝐸1

[︁
(1 + 𝜈1)𝑃

2
𝑎 − 4𝑃𝑎𝑃𝑏 + 2𝑃 2

𝑏 +

+2𝛼01𝑇0𝑘1((1 + 𝜈1)𝑃𝑎 − 2𝑃𝑏)
]︁
− 2𝜋𝑎𝛾.

(2.13)

Дифференцируя равенство (2.13) в соответ-
ствии с условием разрушения (1.3), (1.14), по-
лучим соотношение между величинами давле-
ния 𝑃𝑎 и 𝑃𝑏, при которых возможно развитие
дефекта с характерным размером 𝑎 в зависи-
мости от физико-механических параметров
материала, линейного коэффициента теплово-
го расширения и стационарной температуры

(1 + 𝜈1)𝑃
2
𝑎 − 4𝑃𝑎𝑃𝑏 + 2𝑃 2

𝑏 +

+ 2𝛼01𝑇 0𝑘1 ((1 + 𝜈1)𝑃𝑎 − 2𝑃𝑏) − 𝐸1
𝛾

𝑎
= 0.

(2.14)

Выражение (2.14) для любого фиксирован-
ного значения 𝑎 и 𝛾 = const представляет
квадратичную форму в пространстве пере-
менных 𝑃𝑎 и 𝑃𝑏.

Замечание 3. Переходя к пределу при
𝑏 → ∞ в выражениях (2.10), получаем

𝐶1 = −1 − 𝜈1
𝐸1

𝑃𝑏, 𝐶2 =
1 + 𝜈1
𝐸1

(𝑃𝑎 − 𝑃 𝑏)𝑎
2,

𝑢(1)𝑟 = −1 − 𝜈1
𝐸1

𝑃𝑏𝑟+

+
1 + 𝜈1
𝐸1

(𝑃𝑎 − 𝑃 𝑏)

𝑟
𝑎2, (2.15)

𝜎(1)
𝑟 = −𝑃𝑏 −

(𝑃𝑎 − 𝑃 𝑏)𝑎
2

𝑟2
.

Выражения (2.15) соответствуют реше-
нию задачи теории упругости для бесконеч-
ной плоскости, ослабленной круговым отвер-
стием, когда на контуре дефекта и на бес-
конечности заданы давления 𝑃𝑎 и 𝑃𝑏, соот-
ветственно. Проводя вычисление интегралов
(2.11) с учетом равенств (2.15), получим вы-
ражение (2.14). Этот результат показывает,
что для вычисления интегралов (1.13) при-
менимо решение задач теории упругости для
бесконечных областей, когда на контуре де-
фекта и на бесконечности заданы напряже-
ния. Эффективные методы решения плоских

задач теории упругости для бесконечной об-
ласти, ослабленной дефектом произвольной
формы, изложены в монографии Н.И. Мусхе-
лишвили [10], систематизировавшего приме-
нение теории функции комплексного перемен-
ного для построения и исследования решений
плоских задач. Интегралы внутренней энер-
гии (1.13) в условии (1.14) с учетом формул
Колосова–Мусхелишвили [10] допускают ком-
плексное представление и вычисляются при
помощи вычетов [3–5].
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