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КОМПОНЕНТЫ СКОРОСТИ В ГИДРОДИНАМИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ
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Abstract. The paper considers a method for calculating the vertical velocity component in a
dynamic model based on the run-through algorithm. The procedure is based on differentiating
the continuity equation by the vertical coordinate and solving the resulting equation taking into
account both boundary conditions, at the bottom and at the surface. The use of such a procedure
allows us to obtain a certain increase in the kinetic energy, the vertical component of vorticity,
and especially the maximum velocities due to the lack of circuit viscosity when approximating the
second-order derivative vertically.
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Введение

Решение задач экологической направлен-
ности для оценок воздействия загрязнений
природного и техногенного характера на
окружающую среду является важной и акту-
альной задачей. Для решения таких задач
необходимо наличие современных моделей
динамики вод и переноса загрязнений раз-
личной природы. При моделировании распро-
странения тех или иных примесей в водое-
мах необходимо наличие входных парамет-
ров для уравнения переноса. Такими пара-
метрами являются поля скоростей течений,
коэффициенты турбулентной диффузии и т.д.
При моделировании вертикальных динамиче-
ских процессов особую роль играет компонен-
та скорости в данном направлении, точность
ее вычисления. Для вычисления вертикаль-
ной скорости в задачах динамики водоемов
обычно используют уравнение неразрывности
несжимаемой жидкости, которое интегриру-
ется по вертикали с учетом краевых условий и
тех или иных разностных дискретизаций для
адвективных членов в нем. Следует отметить,

что определение вертикальной компоненты
скорости путем интегрирования по вертика-
ли уравнения неразрывности содержит зна-
чительные ошибки [1, 2], т.к. происходит их
суммирование при вычислении разностного
аналога интеграла по вертикали. Уменьшение
таких ошибок возможно за счет применения
специальных алгоритмов [2, 3], основанных
на дифференцировании по вертикали уравне-
ния неразрывности и организации процедуры
прогонки с учетом обоих однородных крае-
вых условий: на поверхности моря и на дне.
При таком подходе аппроксимация второй
производной по вертикали, естественно, осу-
ществляется со вторым порядком и схемная
вязкость отсутствует. В работе [4], приводит-
ся сравнение такого подхода с точным ана-
литическим решением упрощенной тестовой
задачи ветровой циркуляции.

1. Вычисление вертикальной скорости

В работе в качестве базовой используется
модель [5] для расчета компонент полей тече-
ний и других входных параметров для модели
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переноса пассивной примеси в Азовском мо-
ре. Рассматриваемая модель реализована в
𝜎-координатах, а аналог уравнения неразрыв-
ности имеет вид
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где 𝑈 , 𝑉 — горизонтальные компоненты век-
тора скорости течений U = (𝑈, 𝑉,𝑊 ), 𝑊 —
нормальная его компонента к поверхности
𝜎 = const, 𝐷— динамическая глубина, 𝜎 = 0
на поверхности моря, 𝜎 = −1 на дне, 𝜂 — уро-
венная поверхность. Отметим, что в такой
постановке 𝑊 = 0 на поверхности и на дне [6].
Расчет 𝑊 в данной модели осуществляет-
ся стандартным способом, который подроб-
но описан в [5]. Для внутренних 𝜎-уровней
(𝑘 = 2,𝑀 − 1) имеем
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где

𝑈 = 𝐷𝑛(𝑈̄𝑛+1/2+𝑢̃𝑛), 𝑉 = 𝐷𝑛(𝑉 𝑛+1/2+𝑣𝑛);

𝑈̄ , 𝑉 — баротропные составляющие; 𝑢̃, 𝑣 — ба-
роклинные составляющие скорости. В опе-
раторе дивергенции компоненты потоков на
уровнях 𝜎𝑠 берутся как средние между уров-
нями 𝜎𝑠+1/2 и 𝜎𝑠−1/2.

Другой подход для расчета 𝑊 реализо-
ван при помощи метода прогонки [7]. Такой
алгоритм предложен в [2,3]. В его основе ле-
жит дифференцирование (1.1) по 𝜎 и расчет
𝑊прогонкой с учетом обоих краевых условий
на дне и поверхности. С учетом независимо-
сти 𝜂 от 𝜎 из (1.1)
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или в разностном виде
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где

𝑓𝑘 = ((𝐷𝑖+1,𝑗 + 𝐷𝑖,𝑗)𝑈𝑖+1,𝑗,𝑘−
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− (𝐷𝑖,𝑗 + 𝐷𝑖,𝑗−1)𝑉𝑖,𝑗,𝑘)/2Δ𝑦. (1.5)

Таким образом, из (1.3) 𝑊 находится при
помощи метода прогонки [7]. Прогонку назы-
вают монотонной, поскольку решение при ее
реализации вычисляется по монотонно ме-
няющимся индексам. Как известно, самая
«плохая» арифметическая операция, с точ-
ки зрения роста ошибок вычислений, — это
вычитание близких по величине чисел, при-
водящая к потере верных значащих чисел.
Чтобы избежать этого эффекта, при вычис-
лении знаменателей в формулах прогонки,
можно использовать модификацию метода
прогонки, которую обычно называют прогон-
кой Дорра [8], позволяющей реализовать про-
цедуру вычисления 𝑊 практически без вычи-
таний. Это позволяет не накапливать ошибку,
особенно при длительном по времени инте-
грировании модели.

2. Результаты численных
экспериментов

Численные эксперименты проводились с
использованием модели из работы [5] для ак-
ватории Азовского моря. Был проведен рас-
чет на установление модельного поля течений
под воздействием постоянного восточного вет-
ра со скоростью 10 м/с. В расчетах использо-
валось 15 горизонтов по вертикали. В резуль-
тате моделирования также были получены
пространственные распределения коэффици-
ентов 𝐴𝐻 и 𝐾. Следует отметить, что все
численные эксперименты проводились с оди-
наковыми входными параметрами численного
моделирования. Расчет вертикальной компо-
ненты по формуле (1.2) обозначим цифрой
«1», расчет при помощи прогонки по форму-
ле (1.4) — цифрой «2», а расчет на основе
прогонки Дорра — цифрой «3».

В табл. 1 представлены значения кине-
тической энергии, вертикальной компоненты
завихренности и модуль максимальной ско-
рости для всех трех расчетов с одинаковыми
входными параметрами после интегрирова-
ния на 2800 шагов модельного времени.

Из рис. 1 видно, что после интегрирования
до 1800 шагов модельного времени (5 суток),
кинетическая энергия практически установи-
лась и далее не меняется. При реализации
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Таблица 1

Расчет 𝐸𝑘 𝐸𝑝 rot𝑧U |U|𝑚𝑎𝑥 (м/с)
1 0,6173 · 10−1 0,1258 · 102 0,6119 · 10−6 0,51
2 0,6230 · 10−1 0,1258 · 102 0,6192 · 10−6 0,55
3 0,6243 · 10−1 0,1258 · 102 0,6205 · 10−6 0,56

Рис. 1. Кинетическая энергия в процессе интегрирования модели (расчет 1)

двух других расчетов несколько увеличива-
ется кинетическая энергия и завихренность
вследствие увеличения максимальных скоро-
стей, а значит, и градиентов вектора скорости
U по 𝑥 и 𝑦.

Пространственные структуры вертикаль-
ной скорости в приповерхностном слое полу-
чаются идентичными во всех трех расчетах
и характеризуются подъемом и опусканием
вод в соответствии с имеющимися спутнико-
выми данными о концентрации взвешенного
вещества в верхнем слое моря.

Из рис. 2 видно, что в структуре поля
вертикальной скорости при данном ветровом
воздействии просматриваются основные су-
ществующие банки и косы, присутствующие
в рельефе дна Азовского моря. При вет-
ровом воздействии восточных направлений
(http://dvs.net.ru/mp/data/201507vw.shtml)
в полной мере проявляется бенч у запад-
ного побережья косы Долгой. При таком
атмосферном форсинге у оконечности косы
Долгой происходит подъем вод и взмучи-
вание донных отложений. Результаты чис-

ленного моделирования переноса пассивной
примеси в Азовском море [9] показали, что
подобная конфигурация в поле концентрации
получается при интенсивном ветровом воз-
действии восточного направления. Следует
отметить наличие интенсивного опускания
вод в районе кос северного побережья Азов-
ского моря. Эти особенности хорошо видны
на рис. 3, характеризующем концентрацию
взвешенного вещества в верхнем слое моря
(https://earthdata.nasa.gov/labs/worldview/?
p=geographic&l=MODIS) при ветровом воз-
действия восточного направления.

Заключение
Проведенные численные эксперименты по-

казали возможность реализации алгоритма
прогонки при вычислении вертикальной ком-
поненты скорости с учетом двух краевых
условий. Используемый алгоритм не обладает
схемной вязкостью, что приводит к некото-
рому повышению модуля скорости. Исполь-
зуемый подход может быть применен при
численной реализации динамических моделей
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Рис. 2. Вертикальная скорость в приповерхностном слое

Рис. 3. Композит псевдоцветов MODIS AQUA, 18 октября 2015 года

17



Вычислительные аспекты расчета вертикальной компоненты скорости. . .

циркуляции вод и моделировании процессов
переноса загрязнений в водоемах для более
адекватного их описания.
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