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Abstract. In this work, a model for predicting local elastic characteristics (components of
the stress concentration operator) and ultimate strength indicators for uniaxial compression of
foam-polymer materials is constructed, taking into account the volumetric content of air-filled
spherical pores. Epoxy binders ED-16 and ED-22, hardened with “T” grade aromatic polyamine,
were considered as a matrix. To calculate the local elastic characteristics of foam-epoxy materials,
the generalized singular approximation of the random fields theory in a version of the iterative
self-consistency method was used. In this case, the values of the elastic modulus tensor obtained
at the previous iteration step were taken as the parameters of the homogeneous comparison
body. The elastic characteristics in the Voight approximation were used as the initial values of
the parameters of the reference body, since this approximation does not require inversion of the
singular matrix of the tensor of elastic moduli for such a component of foam-epoxy materials as
pores filled with air. Based on the developed model, in this work a numerical simulation of the
values of the components of the stress concentration operator of foam-epoxy materials depending
on the volumetric content of pores is carried out.

When modeling the values of the ultimate strength of foam-epoxy materials, a method developed
by the authors for predicting the ultimate strength characteristics of matrix composites was used,
based on the concept of the stress concentration operator and information on the strength properties
of the polymer matrix. According to this method, a compressive load applied to a composite
material in a certain direction becomes destructive when the internal stress in the polymer matrix
begins to exceed its ultimate strength. For the mentioned above foam-epoxy materials based on
ED-16 and ED-22, a numerical simulation of their ultimate strength parameters under uniaxial
compression was carried out. Model calculations considered changes in the volumetric content of
pores in the material. It is numerically confirmed that an increase in porosity leads to a weakening
of the strength indicators of model foam-epoxy materials, which in this case change according to
a law close to linear.
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Введение

Пористые и ячеистые материалы нахо-
дят широкое применение в таких отраслях
промышленного производства как авиа- и
судостроение, транспорт, радиоэлектроника
и др. Эти отрасли требуют создания эла-
стичных и жестких материалов, обладаю-
щих низким объемным весом, стойкостью к
действию влаги и агрессивных сред, значи-
тельной прочностью, плавучестью, высокими
электро-, тепло- и звукоизоляционными свой-
ствами. При этом с точки зрения эксплуата-
ционных характеристик одними из наиболее
перспективных пористых материалов явля-
ются пенопласты, в частности, пенополиэпок-
сиды, т.к. они обладают высокими упруго-
прочностными и диэлектрическими показате-
лями, низким водопоглощением (менее 1÷3 %
по массе), устойчивы к действию высоких
температур. В Российской Федерации для по-
лучения пенополиэпоксидов обычно использу-
ются эпоксидно-диановые олигомеры ЭД-16,
ЭД-20, ЭД-22, Э-41, ЭДП [1–5].

Экспериментальные методы разработки
и создания пеноматериалов со стабильными
свойствами являются довольно дорогостоя-
щими. Поэтому при решении проблемы под-
бора состава и оптимизации содержания ком-
понентов пенополимерных материалов все
большее значение приобретают теоретические
подходы к прогнозированию напряженно-
деформированного состояния, теплопрово-
дящих, диэлектрических и других физико-
механических характеристик пористых сред.
Помимо эксплуатационных (эффективных)
характеристик пенополимеров [6–8] большое
значение имеют их локальные (внутренние)
физико-механические, в частности упругие,
характеристики, определяемые тензорами
(операторами) концентрации физических по-
лей [9, 10]. Так, например, знание значений
компонент операторов концентрации напря-
жений и деформаций позволяет прогнозиро-
вать перераспределение упругих полей меж-
ду элементами неоднородности в материа-
ле при приложении к нему внешнего меха-
нического воздействия. Кроме того, с помо-
щью оператора концентрации напряжений
возможно также прогнозирование предель-
ных разрушающих характеристик неоднород-
ных сред [11,12].

Целью работы является построение моде-
ли и проведение численных расчетов значе-
ний локальных упругих характеристик (ком-

понент оператора концентрации напряжений)
и предельных прочностных показателей (при
сжатии) пеноэпоксидов с заполненными воз-
духом порами, форма которых близка к сфе-
рической.

Необходимо отметить, что численное моде-
лирование эффективных, локальных упругих
характеристик и предельных прочностных по-
казателей материалов с порами, заполненны-
ми жидкостью или газом, затруднено по при-
чине вырожденности матрицы тензора моду-
лей упругости для флюида, являющегося на-
полнителем пор [6–8,10,12–15]. Для преодоле-
ния возникающих по этой причине вычисли-
тельных проблем в работах [6–8,10, 12, 14, 15]
для прогнозирования упругих свойств пори-
стозаполненных сред использовалось обоб-
щенное сингулярное приближение теории слу-
чайных полей (ОСП) [16] в варианте метода
самосогласования [16,17]. Аналогичный под-
ход используется и в настоящей работе при
моделировании локальных упругих и предель-
ных прочностных характеристик пенополи-
мерных материалов.

1. Построение модели
В основе решения задачи моделирования

локальных (внутренних) упругих характери-
стик пенополимерных материалов лежат чис-
ленные расчеты и анализ значений компонент
𝐾𝜎

𝑖𝑗𝑘𝑙(r) тензора (оператора) концентрации
напряжений K𝜎(r) [9]. Оператор K𝜎(r) свя-
зывает напряжения 𝜎𝑖𝑗(r) внутри каждого из
элементов неоднородности со средним (внеш-
ним) напряжением ⟨𝜎𝑘𝑙(r)⟩, приложенным ко
всему материалу

𝜎𝑖𝑗(r) = 𝐾𝜎
𝑖𝑗𝑘𝑙(r) ⟨𝜎𝑘𝑙(r)⟩ ,

𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 = 1, 2, 3,
(1.1)

где r — радиус-вектор произвольной (случай-
ной) точки в неоднородной среде. Угловые
скобки в (1.1) и далее по тексту определя-
ют процедуру статистического усреднения по
объему [16]. Для неоднородного материала с
изотропными компонентами операция усред-
нения по объему для некоторой случайной
величины b сводится к суммированию

⟨b⟩ =
∑︁

𝑠

𝑣𝑠b𝑠, (1.2)

где 𝑣𝑠 — объемное содержание изотропного
компонента 𝑠-го типа, при этом

∑︀
𝑠
𝑣𝑠 = 1,
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а b𝑠 — соответствующая этому компоненту
случайная величина [16].

Моделирование разрушающих характери-
стик пеноэпоксидных материалов основыва-
ется на разработанном в статье [11] методе
прогнозирования предельных прочностных
показателей матричных композитов при сжа-
тии, опирающемся на понятие оператора кон-
центрации напряжений K𝜎(r) (1.1). Согласно
этому методу приложенная к композиту сжи-
мающая (в определенном направлении) на-
грузка становится разрушающей, когда внут-
реннее напряжение в матрице начинает пре-
вышать предел ее прочности. При этом ве-
личина внутреннего напряжения, возникаю-
щего в матрице при внешнем воздействии
на композит, сравнивается с ее известным
(справочным) значением предела прочности.
Значение предела прочности матрицы долж-
но соответствовать внешней сжимающей на-
грузке (в том же направлении, что и для
рассматриваемого композита), приложенной
к однородному телу, состоящему только из
материала матрицы. Использование в указан-
ном методе данных о предельных прочност-
ных характеристиках матрицы обусловлено,
прежде всего, тем, что ее разрушение при-
водит к потере композитом монолитности и,
как следствие, выходу из строя изделий из по-
добных материалов. Кроме того, сведения о
пределах прочности полимерных материалов
широко представлены в научно-технической
литературе [18,19].

В силу структуры рассматриваемых в ра-
боте пеноэпоксидов численное моделирова-
ние их предельных прочностных характери-
стик проводится для сжимающей нагрузки,
направленной только вдоль оси 𝑧 системы
координат. Рассматривается хрупкое разру-
шение пеноэпоксидных материалов. Модели-
рование опирается на обобщенное сингуляр-
ное приближение теории случайных полей
(ОСП). Соотношение для вычисления опера-
тора K𝜎(r) в ОСП имеет следующий вид [9]:

K𝜎(r) = c(r)(I− g(r)c′′(r))−1×
×
⟨︀
c(r)(I− g(r)c′′(r))−1

⟩︀−1
. (1.3)

В формуле (1.3) c(r) – тензор моду-
лей упругости элемента неоднородности;
c′′(r) = c(r) − c𝑐, где c𝑐 — тензор модулей
упругости однородного тела сравнения (вспо-
могательный тензор, определяемый из тео-
рии [16]); I — единичный тензор четвертого

ранга; g(r) — тензор четвертого ранга с ком-
понентами [16]

𝑔𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑎𝑖)(𝑘𝑙)(𝑗 . (1.4)

В формуле (1.4) круглые скобки в индексах
компонент 𝑎𝑖𝑘𝑙𝑗 тензора четвертого ранга A
(в скобки заключены пары индексов 𝑖, 𝑗 и 𝑘,
𝑙) обозначают выполнение процедуры симмет-
ризации [16]. Компоненты 𝑎𝑖𝑘𝑙𝑗 вычисляются
с помощью соотношения

𝑎𝑖𝑘𝑙𝑗 = − 1

4𝜋

∫︁
𝑛𝑘𝑛𝑗 𝑡

−1
𝑖𝑙 sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜙,

где 𝜙 и 𝜃 — углы сферической системы ко-
ординат, 𝑡−1

𝑖𝑙 — условное обозначение для
элементов матрицы, обратной к матрице
T с элементами 𝑡𝑖𝑙 = 𝑐𝑐𝑖𝑘𝑙𝑗𝑛𝑘𝑛𝑗 , где 𝑛𝑘 и
𝑛𝑗 (𝑘, 𝑗 = 1, 2, 3) — компоненты вектора
внешней нормали к поверхности эллипсои-
дального включения с полуосями 𝑙1, 𝑙2 и 𝑙3,
определяемые как 𝑛1 = 𝑙−1

1 sin 𝜃 cos𝜙, 𝑛2 =

= 𝑙−1
2 sin 𝜃 sin𝜙, 𝑛3 = 𝑙−1

3 cos 𝜃.

2. Проведение модельных расчетов

Для проведения численных модельных
расчетов в работе рассматривались пеноэпок-
сиды с наполненными воздухом порами сфе-
рической формы (компонент 1-го типа). Объ-
емный модуль воздуха полагался равным
1,21·10−4 ГПа, сдвиговый модуль — 0 ГПа [18].
Известно, что локальные упругие характе-
ристики и прочность на сжатие отвержден-
ных эпоксидов существенно зависят от ти-
па отвердителя. В качестве матрицы пено-
эпоксидов (компонент 2-го типа) в работе
рассматривались диановые смолы ЭД-22 и
ЭД-16, отвержденные ароматическим поли-
амином марки «Т». Подобные составы по-
лимеров представляют особый интерес, т.к.
их использование позволяет получать вы-
сокопрочные и теплостойкие пеноэпоксиды.
Физико-механические свойства (при сжатии)
рассматриваемых эпоксидных смол приведе-
ны в табл. 1 [19].

Для рассматриваемых в работе пенопо-
лимерных материалов соотношение (1.3) для
матрицы тензора K𝜎(r) в элементе неоднород-
ности 𝑠-го типа (𝑠 = 1, 2), с учетом формулы
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Таблица 1. Физико-механические свойства (при сжатии) полимеров на основе
эпоксидных диановых смол и полиамина марки «Т»

Состав полимеров Модуль Юнга, ГПа Коэффициент Пуассона Разрушающее
напряжение 𝜎р, МПа

ЭД-22 + полиамин «Т» 3,8 0,39 200
ЭД-16 + полиамин «Т» 3,4 0,38 190

а) б)

Рис. 1. Зависимости значений компоненты тензора концентрации
напряжений 𝐾𝜎

3333 в порах (а) и в полимерной матрице (б ) модельных пеноэпоксидов от пористости
𝑣1

(1.2), преобразуется к следующему виду [9]:

K𝜎
𝑠 = c𝑠 (I− g𝑠(c𝑠 − c𝑐))−1×

×
(︂
𝑣1c1 (I− g1(c1 − c𝑐))−1 +

+ 𝑣2c2 (I− g2(c2 − c𝑐))−1

)︂−1

. (2.1)

Здесь c𝑠 — тензор модулей упругости ком-
понента 𝑠-го типа; g𝑠 — тензор g(r), соот-
ветствующий компоненту пеноэпоксида 𝑠-го
типа, вычисляемый с помощью соотношения
(1.4).

При проведении моделирования пола-
галось, что все элементы неоднородно-
сти — поры и полимерная матрица — име-
ют сферическую форму радиусом 𝑅, где
𝑅 = 𝑙1 = 𝑙2 = 𝑙3 = 1. Значения ком-
понент тензора концентрации напряжений
K𝜎(r) модельных пеноматериалов вычисля-
лись по формуле (2.1) в приближении самосо-
гласования [16,17]. С этой целью, как и в [7,8],
была организована итерационная процеду-
ра, в которой в качестве параметров c𝑐 тела
сравнения брались значения тензора модулей

упругости (в матричной форме записи), полу-
ченные на предыдущем шаге итерации. В ка-
честве начальных значений параметров тела
сравнения брались упругие характеристики
в приближении Фойгта cVoight =

∑︀
𝑠
𝑣𝑠c𝑠 [16].

Выбор нулевого приближения Фойгта был
обусловлен тем, что при данном подходе не
требуется обращение вырожденной матрицы
тензора модулей упругости для такого компо-
нента пеноматериала как поры, наполненные
воздухом. Выход из итерационной процеду-
ры происходил, когда максимальная разница
между соответствующими элементами матри-
цы тензора c𝑐 составляла менее 0,01 ГПа.

На рис. 1 приведены результаты модель-
ных расчетов только значений компонен-
ты 𝐾𝜎

3333 тензора концентрации напряжений
K𝜎(r) от пористости 𝑣1 пеноэпоксидов на ос-
нове ЭД-22 (сплошная линия на графиках) и
ЭД-16 (пунктирная линия). Это обусловлено
тем, что именно компонента 3333 определяет
связь между приложенным к неоднородному
материалу внешним сжимающим воздействи-
ем в направлении 33 (т.е. вдоль вертикальной
оси 𝑧) и внутренним «откликом» в этом же

22
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Рис. 2. Зависимости значений прочностных показателей (при одноосном сжатии) модельных
пеноэпоксидов от пористости 𝑣1: 1 — ЭД-22 + полиамин «Т», 2 — ЭД-16 + полиамин «Т»

направлении 33. А значит, компонента 𝐾𝜎
3333

является наиболее важной при дальнейших
расчетах значений предельных сжимающих
характеристик пеноэпоксидов.

Модельные расчеты пределов прочно-
сти рассматриваемых пеноэпоксидов прово-
дились, как указывалось выше, с помощью
метода, разработанного в статье [11]. Внеш-
нее сжимающее воздействие ⟨𝜎⟩ (МПа), на-
правленное вдоль оси 𝑧, задавалось в ви-
де матрицы размерностью 3×3 с единствен-
ным положительным ненулевым элементом
𝐵, расположенным в третьей строке и тре-
тьем столбце ⟨𝜎⟩. Вычислительная процедура
была организована следующим образом. Вна-
чале для модельного пеноэпоксида (при фик-
сированном значении объемного содержания
пор 𝑣1) по формуле (2.1) вычислялся опера-
тор K𝜎

2 (в эпоксидной матрице). Затем, опира-
ясь на определение (1.1) тензора концентра-
ции напряжений, вычислялись элементы 𝜎𝑖𝑗
(𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3) тензора напряжений для эпок-
сидного полимера. После этого вычисленное
значение 𝜎33 сравнивалось с 𝜎р (для эпоксид-
ного полимера). Если 𝜎33 < 𝜎р, то значение
𝐵 увеличивалось на 0,1 МПа и вычисление
элементов 𝜎𝑖𝑗 тензора напряжений для эпок-
сидного полимера повторялось заново. Вычис-
лительная процедура останавливалась сразу,
как только выполнялось условие 𝜎33 ⩾ 𝜎р,
а последнее значение 𝐵 принималось в ка-
честве предела прочности 𝜎сж пеноэпоксида
при одноосном сжатии. Затем фиксировалось
новое значение объемного содержания пор 𝑣1
и вычисление 𝜎сж повторялось заново.

Результаты расчетов предельных значе-
ний прочностных показателей (при одноос-
ном сжатии) модельных пеноэпоксидов пред-
ставлены на рис. 2.

Отметим, что значения предельных проч-
ностных показателей в направлениях осей 𝑥
и 𝑦 совпадают с аналогичными значениями
𝜎сж в направлении оси 𝑧 в силу структуры
рассматриваемых пенополимерных материа-
лов.

Заключение

В работе построена модель, позволяющая
прогнозировать значения локальных упругих
характеристик и предельных прочностных по-
казателей (при одноосном сжатии) пеноэпок-
сидных материалов от изменения их пористо-
сти. На основании проведенных модельных
расчетов можно заключить следующее:

1. Анализ ненулевых значений компонент
𝐾𝜎

𝑖𝑗𝑘𝑙 тензора K𝜎(r) показывает, что: а) эти
значения практически одинаковы для пено-
эпоксидов на основе рассматриваемых смол
ЭД-22 и ЭД-16; б) увеличение пористости ма-
териалов приводит к их нелинейному росту.

2. Значения 𝐾𝜎
3333 в порах, заполненных

воздухом, близки к нулю (рис. 1а), т.е. в рас-
сматриваемых пеноэпоксидах приложенные
напряжения концентрируются и перераспре-
деляются, в основном, в полимерной матри-
це. Кроме того, значения 𝐾𝜎

3333 в полимер-
ной матрице, наоборот, больше 1 (рис. 1б),
достигая при 𝑣1 = 0,5 величины, равной 2.
Следовательно, при увеличении пористости
локальные (внутренние) напряжения в эпок-
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сидном связующем значительно (более чем
в 1,5 раза) превышают значения напряже-
ний, приложенных ко всему материалу. Это
должно приводить к уменьшению значений
предельных прочностных показателей (при
сжатии) пенополимеров.

3. При малой пористости (𝑣1 ≈ 0) значе-
ния компоненты 𝐾𝜎

3333 в порах равны нулю,
а в полимерной матрице — единице, что со-
гласуется с априорными представлениями о
перераспределении напряжений в однород-
ном полимерном материале.

4. При 𝑣1 ≈ 0 значения 𝜎сж совпадают
с соответствующими значениями разрушаю-
щих напряжений 𝜎р пеноэпоксидов на основе
ЭД-22 и ЭД-16 (табл. 1), что свидетельству-
ет о согласованности предложенной модели с
начальными условиями задачи.

5. Увеличение объемного содержания пор
приводит к ослаблению прочностных пока-
зателей модельных пеноэпоксидов, при этом
изменение значений 𝜎сж происходит по зако-
ну, близкому к линейному (рис. 2).
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