
М е х а н и к а
УДК 539.3 DOI: 10.31429/vestnik-18-3-26-34

К ИССЛЕДОВАНИЮ ДИНАМИЧЕСКИХ ЗАДАЧ ДЛЯ
СЛОИСТО-СТРУКТУРИРОВАННЫХ СРЕД С РАЗРЫВНЫМИ

ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМ

Павлова А.В., Рубцов С. Е., Телятников И. С.

ON THE STUDY OF DYNAMIC PROBLEMS FOR LAYERED-STRUCTURED MEDIA
WITH DISCONTINUOUS BOUNDARY CONDITIONS

A. V. Pavlova1, S. E. Rubtsov1, I. S. Telyatnikov2

1 Kuban State University, Krasnodar, Russia
2 Southern Scientific Centre of Russian Academy of Science, Rostov-on-Don, Russia

e-mail: pavlova@math.kubsu.ru

Abstract. The problems of vibration for bodies with a single defect or with a system of defects
under the effect of loads in various formulations are considered in numerous works by a number
of authors. The discovery of the localization of vibration processes in the vicinity of plane
inhomogeneities was led by V.A. Babeshko to the creation of a theory that studies various
combinations of defects and their influence on the dynamic properties of layered elastic media.

The theory of vibration resistance viruses has wide applications in various fields, among which
one of the most important is seismology.

The paper presents an approach for solving the problems of oscillation for multilayer media with
a single defect or with a system of defects such as rigid inclusions under the effect of harmonic
loads based of the theory of vibration resistance viruses proposed by V.A. Babeshko. The obtained
functional-matrix relations for the characteristics of the stress-strain state of a layer package
containing a set of plane inclusions serve as the basis for the construction of an integral equations
system for contact stresses in the area of a stamp effect and stress surges on the edges of inclusions.
Factorization methods can be used for solving integral equations (IE) and systems for some special
cases of the stamp bottom and inclusion forms.

In this work, we present the solution of the integral equation for the scalar problem with a single
inclusion using the fictitious absorption method, and show the results of the calculations for the
real part of the vertical component of the stress jump amplitude vector for a rigid inclusion in a
three-layer package with a clamped bottom edge.

Along with such fields as seismology and geophysics, which study the stress-strain state of geo-
logical structures, the presented approach can find applications in materials science, defectoscopy,
engineering practice, etc.

Keywords: layered-structured medium, vibration resistance virus, rigid inclusions, integral
equation, fictitious absorption method.

Введение

Задачи о колебании тел с одиночным де-
фектом или с системой дефектов под дей-
ствием нагрузок в различной постановке рас-
сматриваются в многочисленных работах ря-
да авторов [1–7 и др.]. Открытие локализации

вибрационных процессов в окрестности плос-
ких неоднородностей привело В.А. Бабешко
к созданию теории, изучающей различные
сочетания дефектов и их влияние на дина-
мические свойства слоистых упругих сред.
Результаты по обоснованию возможности ло-
кализации волнового процесса в окрестности
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системы неоднородностей представлены в его
работах [8–10], такого рода механические объ-
екты были названы вирусами вибропрочно-
сти [10–13]. В качестве одного из методов ис-
следования вирусов вибропрочности В.А. Ба-
бешко был предложен дифференциальный
метод факторизации [13].

Теория вирусов вибропрочности имеет ши-
рокие приложения в различных областях, сре-
ди которых одной из важных является сей-
смология. Геологическое строение в сейсми-
ческих областях нередко представлено слож-
ными многослойными разрезами, но в тех
случаях, когда геологический разрез мест-
ности относительно прост в смысле геомет-
рии напластования пород и рельефа мест-
ности, модель верхней части земной коры
можно представить в виде среды, состоящей
из плоскопараллельных горизонтальных сло-
ев. Многочисленные дефекты типа трещин и
включений характерны для локальных обра-
зований горной породы и результаты геофи-
зических наблюдений свидетельствуют, что
такого рода резонаторы могут быть ответ-
ственны за формирование разномасштабных
возмущений и сопутствующих динамических
процессов в геосферах Земли [14].

Кроме слоисто-неоднородных геологиче-
ских структур модели вирусов вибропрочно-
сти могут применяться при проектировании
слоистых материалов и покрытий, получив-
ших на сегодняшний день широкое примене-
ние в различных технических областях. Вы-
бор количества и типа слоев, а также вари-
анты расположения интерфейсных трещин
и/или армирующих элементов определяют
различные прочностные свойства материала.

На основе многослойных элементов из пье-
зокерамики созданы многочисленные совре-
менные технические устройства, использую-
щие пьезоэффект. Теория вирусов вибропроч-
ности применительно к слоистым электро-
упругим средам развита в работах Пряхи-
ной О.Д., Смирновой А.В. [15, 16 и др.].

В данной работе метод, развиваемый в ра-
ботах [12,13], применяется к решению задач
для слоистой среды c жесткими включения-
ми.

1. Постановка задачи

В прямоугольной декартовой системе ко-
ординат, где плоскость 𝑥1𝑂𝑥2 параллель-
на поверхности среды (𝑥3 = ℎ𝑁+1 ⩾ 0,
−∞ < 𝑥1, 𝑥2 < +∞), а ось 𝑂𝑥3 направ-

лена вверх, рассматривается задача о виб-
рации пакета упругих слоев с заданными
постоянными константами 𝜆𝑘, 𝜇𝑘 и плотно-
стью 𝜌𝑘, ограниченных плоскостями 𝑥3 = ℎ𝑘,
𝑥3 = ℎ𝑘+1

(︀
𝑘 = 1, 𝑁

)︀
, содержащих систему

внутренних включений. Нижняя грань паке-
та расположена в плоскости 𝑥3 = ℎ1 и жест-
ко сцеплена с недеформируемым основани-
ем. Толщина каждого из слоев рассматривае-
мой структуры обозначается 𝐻𝑘 = ℎ𝑘+1 − ℎ𝑘(︀
𝑘 = 1, 𝑁

)︀
. Обозначим напряжения в плоско-

стях 𝑥3 → ℎ𝑘 ± 0 через 𝜏±
𝑘 =

{︀
𝜏±𝑘𝑚

}︀
, 𝑚 =

= 1, 3, а перемещения — u±
𝑘 . Рассматрива-

ются амплитудные значения векторов. Учи-
тывая установившийся характер колебаний,
множитель exp (−i𝜔𝑡), где 𝜔 — частота гар-
монических колебаний, опущен и изложение
ведется для амплитудных значений соответ-
ствующих функций.

Будем полагать, что поверхность много-
слойной среды подвержена действию локали-
зованной гармонической нагрузки в области
Ω𝑁+1, а в плоскости раздела слоев содержат-
ся жесткие плоские включения, занимающие
односвязные области Ω𝑗𝑘, 𝑗 = 1, 𝑁𝑘. Тогда
граничные условия запишутся в следующем
виде:

𝑥3 = ℎ𝑁+1 : u𝑁+1 = u0
𝑁+1,

(𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω𝑁+1; 𝜏𝑁+1 = 0,

(𝑥1, 𝑥2) /∈ Ω𝑁+1;

(1.1)

𝑥3 = ℎ1 : u1 = 0,

−∞ < 𝑥1, 𝑥2 < +∞;
(1.2)

𝑥3 = ℎ𝑘 : u𝑗𝑘 = u+
𝑗𝑘 = u−

𝑗𝑘,

(𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω𝑗𝑘; 𝜏 *
𝑗𝑘 = 𝜏+

𝑗𝑘 − 𝜏−
𝑗𝑘 = 0,

(𝑥1, 𝑥2) /∈
𝑁𝑘⋃︁

𝑗=1

Ω𝑗𝑘, 𝑗 = 1, 𝑁𝑘.

Предположение об установившемся характере
колебаний требует введения дополнительно-
го условия, в качестве которого используется
принцип предельного поглощения [17].

2. Построение
матрично-функциональных и

интегральных уравнений задачи

Согласно принятой классификации ре-
ализован «вирус» вибропрочности клас-
са (1,2) 𝑉 (1/ℎ1; ∞/ℎ2; Ω2/ . . . /ℎ𝑁+1;
Ω𝑁+1//2/ℎ2; Ω−

2 / . . . /ℎ𝑁+1; Ω−
𝑁+1) [11, 15].

Здесь Ω−
𝑗 = R2∖Ω𝑗 .
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Перемещения пакета описываются уравне-
ниями Ляме [17]. Техника построения соотно-
шений, связывающих интегральные представ-
ления напряжений и перемещений на межс-
лойных границах описана в [13]. Для пакета
слоев эти соотношения примут следующий
вид:

L±
𝑘−1,𝑘−1U𝑘−1 − L±

𝑘,𝑘−1U𝑘 =

= D±
𝑘−1,𝑘−1T𝑘−1 −D±

𝑘,𝑘−1T𝑘, (2.1)

𝑘 = 2, 𝑁 + 1,

где U±
𝑘 , T±

𝑘 — двумерные изображения Фурье
вектор-функций u±

𝑘 = u (𝑥1, 𝑥2, ℎ𝑘 ± 0), 𝜏±
𝑘 =

= 𝜏 (𝑥1, 𝑥2, ℎ𝑘 ± 0), при этом U−
𝑁+1 ≡ U𝑁+1,

U+
1 ≡ U1, соответственно T−

𝑁+1 ≡ T𝑁+1,
T+

1 ≡ T1. В случае идеального контакта
между некоторыми слоями T+

𝑘 = T−
𝑘 ≡ T𝑘,

U+
𝑘 = U−

𝑘 ≡ U𝑘

(︀
𝑘 = 2, 𝑁

)︀
.

Используя представления для D±
𝑙,𝑘−1 и

L±
𝑙,𝑘−1 [18], вводятся матрицы вида:

Z±
𝑘 =

(︁(︀
D+

𝑘

)︀−1
J∓1
𝑘 D+

𝑘 −
(︀
D−

𝑘

)︀−1
J±1
𝑘 D−

𝑘

)︁−1
×

×
(︁(︀

D+
𝑘

)︀−1
J∓1
𝑘 L+

𝑘 −
(︀
D−

𝑘

)︀−1
J±1
𝑘 L−

𝑘

)︁
,

F±
𝑘 =−

(︁(︀
D+

𝑘

)︀−1
J∓1
𝑘 D+

𝑘 −
(︀
D−

𝑘

)︀−1
J±1
𝑘 D−

𝑘

)︁−1
×

×
(︁(︀

D+
𝑘

)︀−1
L+
𝑘 −

(︀
D−

𝑘

)︀−1
L−
𝑘

)︁
,

где J𝑘 — диагональные матрицы,

J𝑘 =
{︀
ei𝛼31,𝑘𝐻𝑘 , ei𝛼32,𝑘𝐻𝑘 ,ei𝛼32,𝑘𝐻𝑘

}︀
,

L𝑘,± =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
±𝛼1𝛼31,𝑘 ±𝛼2𝛼31,𝑘 𝑠𝑘
±𝛼2𝛼32,𝑘 ∓𝛼1𝛼32,𝑘 0
2𝑠𝑘 + 𝛼2

2 −𝛼1𝛼2 ∓2𝛼1𝛼32,𝑘

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦ ,

D𝑘,± = − i
𝜇𝑘

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

0,5𝛼1 0,5𝛼2 ±0,5𝛼31,𝑘

𝛼2 −𝛼1 0
±𝛼32,𝑘 0 −𝛼1

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦ ,

𝛼3𝑚,𝑘 =
√︁

𝛾2𝑚𝑘 − 𝛼2, 𝛾𝑚𝑘 = 𝜔/𝑣𝑚𝑘,

𝑚 = 1, 2,

𝑣1𝑘 =

√︃
𝜆𝑘 + 2𝜇𝑘

𝜌𝑘
, 𝑣2𝑘 =

√︂
𝜇𝑘

𝜌𝑘
,

𝑠𝑘 = 0,5 (𝛾2𝑘)2 − 𝛼2, 𝛼2 = 𝛼2
1 + 𝛼2

2.

Представление (2.1) позволяет получить мат-
рично-функциональные уравнения для произ-
вольного распределения параллельных плос-
ких включений в многослойной среде. Так,
при наличии дефектов типа жестких включе-
ний на каждой межслойной границе получим

RT* = U, (2.2)

где
U =

{︀
U2, . . . ,U

0
𝑁+1

}︀
,

T* = {T*
2, . . . ,T

*
𝑁 ,T𝑁+1} ,

T*
𝑙 =

∫︁∫︁

Ω𝑙

𝑁𝑙∑︁

𝑗=1

𝜏 *
𝑗𝑙 (𝑥1, 𝑥2)𝑒

i(𝛼1𝑥1+𝛼2𝑥2)d𝑥1d𝑥2,

Ω𝑙 =

𝑁𝑙⋃︁

𝑗=1

Ω𝑗𝑙, 𝑙 = 2, 𝑁.

Блоки матрицы R в (2.2) имеют вид

R𝑁𝑁 = K𝑁 ,

R𝑁𝑗 = (−1)𝑁−1−𝑗 K𝑁

𝑗+1∏︁

𝑙=𝑁

F−
𝑙 H

−1
𝑙 ,

R𝑖𝑁 =

(︃
𝑁∏︁

𝑙=𝑖+1

H−1
𝑙 F+

𝑙

)︃
K𝑁 ,

𝑖, 𝑗 = 1, 𝑁 − 1;

R𝑁−1,𝑁−1 = H−1
𝑁 F+

𝑁K𝑁F−
𝑁H−1

𝑁 −H−1
𝑁 ,

R𝑁−1,𝑗 = (−1)𝑁−1−𝑗 R𝑁−1,𝑁−1

𝑗+1∏︁

𝑙=𝑁−1

F−
𝑙 H

−1
𝑙 ,

R𝑖𝑖 = −H−1
𝑖+1F

+
𝑖+1R𝑖+1,𝑖+1F

−
𝑖+1H

−1
𝑖+1 −H−1

𝑖+1,

𝑖 < 𝑁 − 1;

R𝑖,𝑁−1 =

(︃
𝑁−1∏︁

𝑙=𝑖+1

H−1
𝑙 F+

𝑙

)︃
R𝑁−1,𝑁−1,

𝑖, 𝑗 = 1, 𝑁 − 2;

R𝑖,𝑗 = −R𝑖,𝑗+1F
−
𝑗+1H

−1
𝑗+1 для 𝑗 < 𝑖 < 𝑁 − 1,

R𝑖,𝑗 = H−1
𝑖+1F

+
𝑖+1R𝑖+1,𝑗 при 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 − 1.

Здесь
H2 = Z−

1 − Z+
2 ,

H𝑘+1 = Z−
𝑘 − Z+

𝑘+1 + F−
𝑘 H

−1
𝑘 F+

𝑘 ,

𝑘 = 2, 𝑁 − 1,

28



Павлова А. В., Рубцов С. Е., Телятников И.С.

K𝑁 — матрица-символ Грина слоистого па-
кета без дефектов.

Полученные соотношения (2.2) при уче-
те разрывных граничных условий (1.1), (1.2)
приводят к системе интегральных уравнений
(СИУ) для слоисто-структурированной среды
с плоскими дефектами относительно контакт-
ных напряжений в области действия штампа
и скачков напряжений на берегах включений:

𝑁−1∑︁

𝑙=1

𝑁𝑙∑︁

𝑗=1

𝐾𝑛𝑙 (Ω𝑗𝑙+1) 𝜏
*
𝑗,𝑙+1+

+ 𝐾𝑛,𝑁 (Ω𝑁+1) 𝜏𝑁+1 = u𝑚,𝑛+1,

𝑥3 = ℎ𝑛+1, (𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω𝑚,𝑛+1,

𝑚 = 1, 𝑁𝑛, 𝑛 = 1, 𝑁 − 1;
(2.3)

𝑁−1∑︁

𝑙=1

𝑁𝑙∑︁

𝑗=1

𝐾𝑁,𝑙 (Ω𝑗,𝑙+1) 𝜏
*
𝑗,𝑙+1+

+ 𝐾𝑛,𝑁 (Ω𝑁+1) 𝜏𝑁+1 = u𝑁+1,

𝑥3 = ℎ𝑁+1, (𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω𝑁+1.

При решении интегральных уравнений (ИУ)
и систем для некоторых частных случаев
форм подошвы штампа и включений (в плане)
могут применяться факторизационные мето-
ды Винера – Хопфа или фиктивного поглоще-
ния (МФП).

3. Метод фиктивного поглощения для
одной отличной от нуля

составляющей скачка напряжений

Метод, предложенный В.А. Бабешко [20],
получил свое название в связи с тем, что
позволяет свести решение ИУ с сильно осцил-
лирующими ядрами к уравнениям с ядрами,
экспоненциально убывающими с ростом аргу-
мента. Подобное поведение ядер характерно
для ИУ стационарных задач и задач для сред
с поглощением. В дальнейшем МФП получил
развитие в работах В.А. Бабешко и О.Д. Пря-
хиной [21, 22] при решении ИУ и СИУ сме-
шанных задач для моделей сред, обладающих
сложными свойствами, в том числе анизотро-
пией.

ИУ в задачах о колебаниях включений
записываются в той же форме, что и ИУ кон-
тактных задач о вибрации штампов на поверх-
ности среды. Так, ИУ плоских и антиплоских

задач в случае одной отличной от нуля со-
ставляющей скачка напряжений имеют вид

𝐾𝑞 =

𝑎∫︁

−𝑎

𝑘 (𝑥− 𝜉)𝑞 (𝜉) d𝜉 = 𝑓 (𝑥) ,

−𝑎 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑎,

(3.1)

𝑘 (𝑥) =
1

2𝜋

∫︁

𝜎

𝐾 (𝛼) 𝑒−i𝛼𝑥d𝛼. (3.2)

В уравнении (3.1) 𝑞 (𝑥) = 𝜏+ (𝑥) − 𝜏− (𝑥) —
безразмерный скачок напряжений, 𝑓 (𝑥) — пе-
ремещение, которое считается ненулевым по
длине включения |𝑥| ⩽ 𝑎 и одинаковым на
его верхней и нижней границах.

Символ ядра 𝐾 (𝛼) зависит от 𝜔, упру-
гих характеристик и геометрических пара-
метров среды и обладает следующими свой-
ствами: четная мероморфная функция в ком-
плексной плоскости имеет на вещественной
оси конечное число полюсов 𝑝𝑘 и нулей 𝑧𝑘(︀
𝑘 = 1, 𝑁

)︀
и асимптотическое представление

𝐾 (𝛼) = 𝐶 |𝛼|−1 (︀1 + 𝑂
(︀
𝛼−2

)︀)︀
, |𝛼| → ∞ [17].

Рассмотрим схему МФП решения урав-
нения (3.1), полагая, что 𝑓 (𝑥) = 𝑒−i𝜂𝑥

(Im 𝜂 = 0), а константа, описывающая поведе-
ние 𝐾 (𝛼) на бесконечности, 𝐶 = 1. Построим
𝑞 (𝑥) ≡ 𝑞 (𝑥, 𝜂).

Свойства функции 𝐾 (𝛼) позволяют пред-
ставить ее в виде 𝐾 (𝛼) = 𝐾0 (𝛼) Π (𝛼),
где 𝐾0 (𝛼) выбирается в соответствии с
асимптотическим поведением 𝐾 (𝛼) при
|𝛼| → ∞ и возможностью ее точной фак-
торизации в виде произведения. Здесь бы-
ла выбрана часто используемая функция
𝐾0 (𝛼) = 1√

𝛼2+𝐵2
, 𝐵 ≫ 1. Функция Π (𝛼) с

заданной точностью [17] приближается функ-
цией Π (𝛼,𝑁) = 𝐸𝑁

(︀
𝛼2
)︀
𝑄−1

𝑁

(︀
𝛼2
)︀
, где

𝐸𝑁

(︀
𝛼2
)︀

=

𝑁∏︁

𝑘=1

(︀
𝛼2 − 𝑧2𝑘

)︀
,

𝑄𝑁

(︀
𝛼2
)︀
≡

𝑁∏︁

𝑘=1

(︀
𝛼2 − 𝑝2𝑘

)︀
.

Здесь 𝑝𝑘 и 𝑧𝑘 — соответственно полюсы и ну-
ли 𝐾 (𝛼), 𝑝𝑘, 𝑧𝑘 ∈ R, Π (𝛼,𝑁) = 1 + 𝑂

(︀
𝛼−1

)︀
,

|𝛼| → ∞.
Представим решение (3.1) 𝑞 (𝑥) ∈ L𝑏 (−𝑎, 𝑎),

𝑏 > 1, в виде

𝑞 (𝑥) = 𝑝 (𝑥) + 𝜑 (𝑥) . (3.3)
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Алгоритм МФП требует разложения функ-
ции 𝜑 (𝑥) по любой полной линейно незави-
симой системе. Поскольку вспомогательная
функция 𝜑 (𝑥) входит в окончательное пред-
ставление решения только под знаком опера-
торов, в качестве такой системы можно взять
производные от 𝛿-функций Дирака с носите-
лями на границах области интегрирования в
(3.1). Представим 𝜑 (𝑥) в форме

𝜑 (𝑥) =

=
𝑁∑︁

𝑘=1

𝐺𝑘

(︂−𝑑2

𝑑𝑥2

)︂
[𝐶𝑘𝛿 (𝑥− 𝑎) + 𝐷𝑘𝛿 (𝑥 + 𝑎)] ,

(3.4)

𝐺𝑘

(︀
𝛼2
)︀

=
(︀
𝛼2 − 𝑝21

)︀
. . .

. . .
(︀
𝛼2 − 𝑝2𝑘−1

)︀ (︀
𝛼2 − 𝑝2𝑘+1

)︀
. . .

. . .
(︀
𝛼2 − 𝑝2𝑁

)︀
, (3.5)

𝐶𝑘, 𝐷𝑘 — некоторые константы, нуждающие-
ся в определении.

Пусть функция 𝑞 (𝑥) ∈ L𝑏 (−𝑎, 𝑎), 𝑏 > 1,
и имеет носитель на [−𝑎, 𝑎]. Для того что-
бы такими же свойствами обладала и функ-
ция 𝑡 (𝑥) = V−1ΠV𝑝, необходимо и достаточ-
но, чтобы функция 𝑃 (𝛼) = V𝑝 (𝑥) на по-
лярном множестве Π (𝛼) обладала свойством
𝑃 (±𝑝𝑘) = 0, 𝑘 = 1, 𝑁 .

Тогда 𝑄 (±𝑝𝑘) = Φ (±𝑝𝑘), 𝑘 = 1, 𝑁 [21].
Здесь через V и V−1 обозначены соответ-

ственно операторы прямого и обратного пре-
образования Фурье, 𝑄(𝛼) = V𝑞, Φ(𝛼) = V𝜑.

Согласно леммам, сформулированным
в [21], существует единственная функция 𝜑 (𝑥)
вида (3.4).

Исходя из вышесказанного, введем в рас-
смотрение следующую функцию:

𝑡 (𝑥) =
1

2𝜋

∫︁

Γ

𝑇 (𝛼) 𝑒−i𝛼𝑥d𝛼,

𝑇 (𝛼) = Π (𝛼,𝑁)𝑃 (𝛼) .

(3.6)

Из (3.1), (3.4), (3.5), получим интегральное
уравнение с неосциллирующим ядром отно-
сительно 𝑡(𝑥).

Если обозначить как 𝑡𝜂 (𝑥) решения ИУ
вида (3.1) с правой частью 𝑓 (𝑥) = 𝑒−i𝜂𝑥 и сим-
волом ядра 𝐾0 (𝛼) в (3.2), то 𝑞 (𝑥) запишется

в виде

𝑞 (𝑥) = 𝑡𝜂 (𝑥) +

+
1

2𝜋

∫︁

Γ

(︀
Π−1 (𝛼,𝑁) − 1

)︀
𝑇𝜂 (𝛼) 𝑒−i𝛼𝑥d𝛼−

− 1

2𝜋

∫︁

Γ

Π−1 (𝛼,𝑁)

𝑁∑︁

𝑘=1

{︂
𝐶𝑘

[︁
𝐿𝑘 (𝛼, 𝑎) 𝑒−i𝛼𝑥−

−𝑅𝑘

(︀
𝛼2
)︀
𝑒−i𝛼(𝑥−𝑎)

]︁
+

+ 𝐷𝑘

[︁
𝐿𝑘 (𝛼,−𝑎) 𝑒−i𝛼𝑥−

−𝑅𝑘

(︀
𝛼2
)︀
𝑒−i𝛼(𝑥+𝑎)

]︁}︂
d𝛼. (3.7)

Здесь из рациональных функций выделены
полиномиальные составляющие

Π (𝛼,𝑁)𝐺𝑘

(︀
𝛼2
)︀

= 𝑃𝑘

(︀
𝛼2
)︀

+ 𝑅𝑘

(︀
𝛼2
)︀
, (3.8)

𝑃𝑘

(︀
𝛼2
)︀

=
[︀
𝐸𝑁

(︀
𝛼2
)︀
− 𝐸𝑁

(︀
𝑝2𝑘
)︀]︀ (︀

𝛼2 − 𝑝2𝑘
)︀−1 ≈

≈ 𝛼2𝑁−2,

𝑅𝑘

(︀
𝛼2
)︀

= 𝐸𝑁

(︀
𝑝2𝑘
)︀ (︀

𝛼2 − 𝑝2𝑘
)︀−1 ≈ 𝛼−2,

|𝛼| → ∞,

а функции 𝐿𝑘 (𝛼,±𝑎) даются соотношениями

𝐿𝑘 (𝛼, 𝑦) =
1

2𝜋

∫︁

Γ

𝐾0 (𝜂)𝑅𝑘

(︀
𝜂2
)︀
𝑇𝜂 (𝛼) 𝑒i𝜂𝑦d𝜂.

Система для определения неизвестных кон-
стант может быть записана

𝑁∑︁

𝑘=1

𝑃𝑘

(︀
𝛼2
)︀ [︀

𝐶𝑘ei𝛼𝑎 + 𝐷𝑘e−i𝛼𝑎]︀+

+ V𝐾−1
0 P[0,𝑎]𝐾0𝜑2 = 𝑇 (𝛼) ,

𝛼 = ±𝑧𝑙, 𝑙 = 1, 𝑁,

где 𝐾0 — интегральный оператор вида (3.1)
с символом ядра 𝐾0 (𝛼). При этом

V𝜑 =

𝑁∑︁

𝑘=1

𝐺𝑘

(︀
𝛼2
)︀ [︀

𝐶𝑘ei𝛼𝑎 + 𝐷𝑘e−i𝛼𝑎]︀ ,

Π (𝛼,𝑁) V𝜑 =

=

𝑁∑︁

𝑘=1

(︀
𝑃𝑘

(︀
𝛼2
)︀

+ 𝑅𝑘

(︀
𝛼2
)︀)︀ [︀

𝐶𝑘ei𝛼𝑎 + 𝐷𝑘e−i𝛼𝑎]︀ ,
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𝜑2 = V−1
𝑁∑︁

𝑘=1

𝑅𝑘

(︀
𝛼2
)︀ [︀

𝐶𝑘ei𝛼𝑎 + 𝐷𝑘e−i𝛼𝑎]︀ .

Функция 𝑡𝜂 (𝑥) имеет следующий вид [22]:

𝑡𝜂 (𝑥) =

√︃
𝐵 + i𝜂

𝜋 (𝑎 + 𝑥)
𝑒−𝐵(𝑎+𝑥)+i𝑎𝜂+

+

√︃
𝐵 − i𝜂

𝜋 (𝑎− 𝑥)
𝑒−𝐵(𝑎−𝑥)−i𝑎𝜂+

+ e−i𝜂𝑥𝐾−1
0 (𝜂)

[︂
erf
√︀

(𝐵 + i𝜂) (𝑎− 𝑥)+

+ erf
√︀

(𝐵 − i𝜂) (𝑎 + 𝑥) − 1

]︂
, (3.9)

где erf𝑧 — интеграл вероятности, тогда

𝑇𝜂 (𝛼) = 𝑓2 (𝛼, 𝜂) + 𝑓2 (−𝛼,−𝜂) ,

где использовано обозначение [22]

𝑓2 (𝛼, 𝜂) =
𝑒i𝑎(𝛼−𝜂)

i (𝛼− 𝜂)
×

×
[︀
𝐾−1

0

(︁
erf
√︀

2𝑎 (𝐵 − i𝜂) − 1
)︁

+

+
√︀

(𝐵 + i𝛼) (𝐵 − i𝜂)erf
√︀

2𝑎 (𝐵 + i𝛼)
]︁
.

Воспользовавшись (3.8) и представлением

Π−1 (𝛼,𝑁) = 1 +
𝑁∑︁

𝑙=1

𝛽𝑙
(︀
𝛼2 − 𝑧2𝑙

)︀−1
,

𝛽𝑙 =
𝑁∏︁

𝑘=1

(︀
𝑧2𝑙 − 𝑝2𝑘

)︀ 𝑁∏︁

𝑘=1,𝑘 ̸=𝑙

(︀
𝑧2𝑙 − 𝑧2𝑘

)︀−1
,

вычислив интегралы в (3.6) с помощью тео-
рии вычетов, решение ИУ (3.1) с правой ча-
стью 𝑓 (𝑥) = exp (−i𝜂𝑥) (Im 𝜂 = 0) получим в
виде

𝑞 (𝑥, 𝜂) = 𝐾−1 (𝜂) e−i𝑎𝜂×

×
[︂
erf
√︀

(𝐵 + i𝜂) (𝑎− 𝑥)+

+ erf
√︀

(𝐵 − i𝜂) (𝑎 + 𝑥) − 1

]︂
+

+

√︃
𝐵 + i𝜂

𝜋 (𝑎 + 𝑥)
e−𝐵(𝑎+𝑥)+i𝑎𝜂+

+

√︃
𝐵 − i𝜂

𝜋 (𝑎− 𝑥)
e−𝐵(𝑎−𝑥)−i𝑎𝜂+

+
𝑁∑︁

𝑙=1

𝛽𝑙
2𝑧𝑙

[︂
e−i𝑎𝜂

√︀
𝐵 − i𝜂Φ𝑙 (𝜂, 𝑥) +

+ ei𝑎𝜂
√︀

𝐵 + i𝜂Φ𝑙 (−𝜂,−𝑥)

]︂
+

+

𝑁∑︁

𝑘=1

{︃
𝑌 +
𝑘

[︃
e−𝐵(𝑎−𝑥)

√︀
𝜋 (𝑎− 𝑥)

+

𝑁∑︁

𝑙=1

𝛽𝑙
2𝑧𝑙

Φ𝑙 (−𝑝𝑘, 𝑥)

]︃
−

−𝑌 −
𝑘

[︃
e−𝐵(𝑎+𝑥)

√︀
𝜋 (𝑎 + 𝑥)

+
𝑁∑︁

𝑙=1

𝛽𝑙
2𝑧𝑙

Φ𝑙 (−𝑝𝑘,−𝑥)

]︃}︃
,

где

Φ𝑙 (𝜂, 𝑥) =

= ei𝑧𝑙(𝑎−𝑥)

√
𝐵 + i𝑧𝑙
𝑧𝑙 − 𝜂

erf
√︀

(𝐵 + i𝑧𝑙) (𝑎− 𝑥)−

− e−i𝑧𝑙(𝑎−𝑥)

√
𝐵 − i𝑧𝑙
𝑧𝑙 + 𝜂

×

×
(︁
1 − erf

√︀
(𝐵 − i𝑧𝑙) (𝑎− 𝑥)

)︁
.

Подлежащие определению 𝐶𝑘, 𝐷𝑘 входят в
𝑌 ±
𝑘

𝑌 ±
𝑘 = ∓ iei𝑎𝑝𝑘𝐸𝑁

(︀
𝑝2𝑘
)︀

2𝑝𝑘
√
𝐵 − i𝑝𝑘

(︀
𝐶𝑘e∓i𝑎𝑝𝑘 + 𝐷𝑘e±i𝑎𝑝𝑘

)︀
,

которые находятся из алгебраической систе-
мы

i
𝑁∑︁

𝑘=1

[︂
ei𝑎𝛼√𝐵 + i𝛼

𝑝𝑘 + 𝛼
𝑌 +
𝑘 − 𝑒−i𝑎𝛼√𝐵 − i𝛼

𝑝𝑘 − 𝛼
𝑌 −
𝑘

]︂
=

= 𝑓2 (𝛼, 𝜂) + 𝑓2 (−𝛼,−𝜂) ,

𝛼 = ±𝑧𝑙, 𝑙 = 1, 𝑁.

Решение ИУ (3.1) для произвольной правой
части 𝑓 (𝑥) отыскивается в виде

𝑞 (𝑥) =

∫︁

Γ*

𝑞 (𝑥, 𝜂)𝐹 (𝜂) d𝜂,

где 𝑓 (𝑥) = 1
2𝜋

∫︀
Γ*

𝐹 (𝜂)e−i𝜂𝑥d𝜂.

Здесь Γ* не пересекает особенностей
𝐾−1 (𝜂).
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Рис. 1. Вещественная часть вертикальной составляющей вектора амплитуды напряжений для
включения, расположенного между первым и вторым слоем в трехслойном пакете, 𝜂 = 0

На рис. 1 приведены результаты расчетов
зависимости вещественной части вертикаль-
ной компоненты вектора амплитуды скачка
напряжений 𝜏*21 от координаты при наличии
включения на границе раздела первого и вто-
рого слоев в трехслойном пакете с защемлен-
ной нижней гранью. Включение имеет плос-
кую форму (𝜂 = 0). Все безразмерные вели-
чины приведены к параметрам верхнего слоя,
приведенная частота определяется формулой
𝜔̄2 = 𝜌3𝜔

2𝑎2𝜇−1
3 , где 𝑎 — некоторый харак-

терный линейный размер. Параметры пакета:
плотности слоев 𝜌1 = 𝜌2 = 𝜌3 = 1; коэффици-
енты Пуассона 𝜈1 = 𝜈2 = 𝜈3 = 0,3; 𝜇1/𝜇3 = 1,
𝜇2/𝜇3 = 0,2. Кривая 1 соответствует следу-
ющим толщинам слоев: 𝐻1 = 0,75; 𝐻2 = 0,5;
𝐻3 = 0,25. Кривая 2 соответствует парамет-
рам пакета: 𝐻1 = 0,5; 𝐻2 = 0,5; 𝐻3 = 0,5.

Рис. 1 демонстрирует изменение величины
скачка напряжений при заглублении включе-
ния.

Заключение

В работе представлен подход к решению
задач о колебании многослойных сред с оди-
ночным дефектом или с системой дефектов
типа жестких включений под действием гар-
монических нагрузок на основе предложен-
ной В.А. Бабешко теории вирусов вибропроч-
ности.

Приведено решение ИУ скалярной задачи
с помощью метода фиктивного поглощения,
для которого область применимости получен-
ных приближенных решений динамических
задач определяется областью применения ре-
шений использованных в качестве вспомога-
тельных статических задач [21, 22].

Наряду с такими областями, как сейсмоло-
гия и геофизика, изучающими напряженно-

деформированное состояние геологических
структур, проблемы, имеющие ту же матема-
тическую основу, возникают в материалове-
дении, дефектоскопии, инженерной практике,
где представленный подход может найти при-
ложения при расчете прочностных свойств
слоистых материалов с элементами армиро-
вания, при оценке эксплуатационных харак-
теристик тел с дефектами и т.д.
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