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ПЕРЕНОСА 1:1 ЭЛЕКТРОЛИТА И ИССЛЕДОВАНИЕ ОБЛАСТИ

ПРОСТРАНСТВЕННОГО ЗАРЯДА В МЕМБРАННЫХ СИСТЕМАХ
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Abstract. The article formulates a mathematical model of non-stationary transfer of 1:1 elec-
trolyte in potentiodynamic mode, taking into account electroconvection and non-catalytic reaction
of dissociation/recombination of water molecules in membrane systems, which are considered the
channel of desalting of the electrodialysis apparatus. Using this model, the main regularities of
the space charge distribution are theoretically established, the influence of the input parameters
is determined: initial concentration, potential sweep rate, etc. It is shown that the desalination
channel consists of narrow quasi-equilibrium regions of space charge adjacent to ion-exchange
membranes; an electric double layer appears in the central part, caused by the recombination
reaction. Regions of electroneutrality are located between this double electric layer and the
near-membrane space charge regions. This study will further be used to analyze the combined
effect of the noncatalytic reaction of dissociation of water molecules and recombination and
electroconvection on the current-voltage characteristic of the desalting channel.
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Введение

Диссоциация воды в системах с ионооб-
менными мембранами впервые была замечена
в [1–3] а также в работах [4–7]. В настоящее
время принято считать, что основным меха-
низмом сверхпредельного переноса является
электроконвекция [8–13]. Появление новых
носителей заряда H+ и OH− в результате дис-
социации воды может привести к уменьше-

нию или даже исчезновению пространствен-
ного заряда, который лежит в основе электро-
конвекции. Заметим, что говоря об ионах H+,
делается упрощение, так как в воде их нет.
Протон, «потерянный» молекулой воды, при-
соединяется к другой молекуле, образуя ион
гидроксония H3O+, и реакция диссоциации
воды записывается так:

H2O + H2O – H3O+ + OH−.
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Ион гидроксония, в свою очередь, может объ-
единяться с другими молекулами воды, обра-
зуя гидратированные ионы, например, H5O+

2 ,
H7O+

3 , H9O+
4 .

Существуют два типа диссоциации воды
в электромембранных системах: каталитиче-
ский и некаталитический. Каталитическая
диссоциация воды возникает на ионообмен-
ных мембранах в реакциях переноса протона
между заряженными группами в мембране
и молекулами воды [10, 14]. В [11, 12] пока-
зано, что в растворе в расширенной области
пространственного заряда происходит нека-
талитическая реакция диссоциации молекул
воды, вызванная большими значениями на-
пряженности электрического поля.

Таким образом, появление и развитие рас-
ширенной области пространственного заряда,
некаталитическая реакция диссоциации/ ре-
комбинации молекул воды, а также электро-
конвекция неразрывно связаны и их необхо-
димо изучать вместе.

Исследования строения области простран-
ственного заряда при сверхпредельных плот-
ностях тока началось с работ [8, 12], где бы-
ло численно показано, что область простран-
ственного заряда (ОПЗ) состоит из квази-
равновесной ОПЗ, примыкающей к ионооб-
менной мембране и расширенной ОПЗ, рас-
положенной между квазиравновесной ОПЗ
и областью электронейтральности. В рабо-
тах [15, 16] были найдены эмпирические фор-
мулы, описывающие ОПЗ. Эти формулы впо-
следствии были использованы в работах [8,12]
для моделирования электроконвекции. Бы-
ло показано, что электроконвекция являет-
ся основным механизмом сверхпредельного
переноса. В связи с важностью формул, опи-
сывающих ОПЗ, возникла необходимость в
математическом исследовании краевых задач
для системы уравнений Нернста–Планка и
Пуассона и нахождении строгих аналитиче-
ских и асимптотических формул, описыва-
ющих строение ОПЗ. Математическая тео-
рия краевых задач для системы одномерных
уравнений Нернста–Планка и Пуассона бы-
ла создана при непосредственном участии и
под руководством академика РАН, профес-
сора, доктора физико-математических наук
Бабешко Владимира Андреевича. Эта тео-
рия основана на двух идеях: факторизации
и декомпозиции. Идея факторизации исхо-
дит из того, что в растворе устойчиво могут
существовать только ионы с зарядовыми чис-
лами не больше трех. Если математически
объединить ионы с одинаковыми зарядами в

псевдоионы, а именно ввести в рассмотрение
концентрацию этих псевдоионов как суммар-
ную составляющих ионов, а также специаль-
ным образом определить потоки псевдоио-
нов, то получается, что существует не более
шести математически различных типов псев-
доионов и, соответственно, не более шести
математически различных типов растворов.
Эта идея становится особенно плодотворной
в сочетании с идеей декомпозиции, суть кото-
рой заключается в получении путем строгих
математических преобразований отдельного
уравнения для напряженности электрическо-
го поля, независимого от концентрации, из ис-
ходной системы уравнений Нернста–Планка
и Пуассона, в каждое из уравнений которой
входят концентрации, напряженности элек-
трического поля и потоки. Впервые такое
уравнение было получено для 1:1 электро-
лита в работе [17]. В работах [18–22] были
получены декомпозиционные уравнения для
всех шести различных типов растворов. Это
позволило построить полную теорию стаци-
онарного переноса бинарного электролита в
слое Нернста в работах [23, 24], тернарного
электролита — в [25, 26]. В дальнейшем ме-
тод декомпозиции был обобщен для задач
нестационарного переноса в одномерном слу-
чае [20,21]. В работе [22] была сформулирова-
на идея декомпозиции многомерной нестаци-
онарной системы уравнений Нернста–Планка
и Пуассона, которая получила дальнейшее
развитие в работах [9–11].

Результаты работ [18–29] В.А. Бабешко в
математическом исследовании краевых задач
мембранной электрохимии были высоко оце-
нены Американским химическим обществом
(American Chemical Society), предложившим
Владимиру Андреевичу Бабешко стать чле-
ном этого общества.

Математические работы Бабешко В.А. в
исследовании краевых задач для системы
уравнений Нернста–Планка и Пуассона по-
казывают еще одну грань в деятельности на-
стоящего ученого-энциклопедиста, подобного
великим ученым эпохи Возрождения, имею-
щего выдающиеся результаты в области ме-
ханики деформируемого твёрдого тела, при-
кладной математики, интегральных и диффе-
ренцированных уравнений, геофизики, аку-
стики, сейсмологии, экологии.

В данной работе, являющейся продолже-
нием указанных выше работ, сформулирована
двумерная математическая модель. На основе
ее численного анализа исследовано возникно-
вение и развитие пространственного заряда,
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Математическое моделирование нестационарного переноса 1:1 электролита. . .

а) б)

Рис. 1. Схема канала обессоливания и моделируемых явлений

реакции диссоциации/рекомбинации молекул
воды и электроконвекции и их совместное
влияние на перенос ионов соли.

В статье впервые теоретически показано,
что реакция диссоциации/рекомбинации мо-
лекул воды не только не приводит к уничто-
жению двойного электрического слоя у ионо-
обменных мембран, но и создает новый двой-
ной электрический слой в середине канала
обессоливания как при допредельных токах,
так и при сверхпредельных токах.

Установлены основные закономерности
строение области пространственного заряда,
а именно показано, что сечение канала обессо-
ливания состоит из узких квазиравновесных
областей пространственного заряда, примы-
кающих к ионообменным мембранам, в цен-
тральной части возникает двойной электриче-
ский слой. Показано также, что между этим
двойным электрическим слоем и примембран-
ными областями пространственного заряда
расположены области электронейтральности.

1. Математическая модель

1.1. Схема канала обессоливания

Рассмотрим канал обессоливания электро-
диализного аппарата (рис. 1), ось 𝑂𝑥 напра-
вим поперек канала, причем положим, что
при 𝑥 = 0 расположена анионообменная мем-
брана, а при 𝑥 = 𝐻 — катионообменная мем-
брана. Ось Оу направим вдоль канала, счи-
тая, что 𝑦 = 0 соответствует входу в канал, а
𝑦 = 𝐿 — выходу из канала. На вход в канал
подается с некоторой средней скоростью 𝑉0

раствор 1:1 соли, например, NaCl или KCl
(рис. 1б). К системе прикладывается неко-
торый скачок потенциала. В работах [30,31]
показано, что в области пространственного
заряда вблизи ионообменных мембран про-
исходит некаталитическая реакция диссоциа-
ции молекул воды (рис. 1б). При этом ионы
ОН−, образовавшиеся вблизи анионообмен-
ной мембраны, переносятся через эту мем-
брану и в дальнейших процессах переноса не
участвуют, а ионы Н+ под действием элек-
трического поля движутся вглубь раствора.
Аналогичный процесс происходит возле ка-
тионообменной мембраны, ионы Н+ уходят
из раствора, переносясь через катионообмен-
ную мембрану, а ионы ОН− движутся вглубь
раствора навстречу ионам Н+ и в некоторой
области рекомбинируют с ними.

1.2. Система уравнений

Нестационарный перенос бинарного
электролита с учетом реакции диссоциа-
ции/рекомбинации молекул воды и электро-
конвекции в канале обессоливания ЭДА опи-
сывается связанной системой 2D уравнений
Нернста–Планка и Пуассона и Навье–Стокса,
с учетом электрической силы

𝜕𝐶𝑖

𝜕𝑡
= −div j𝑖 + 𝑅𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 4; (1.1)

j𝑖 = −𝑧𝑖
𝐹

𝑅𝑇0
𝐷𝑖𝐶𝑖∇𝜙−𝐷𝑖∇𝐶𝑖 + 𝐶𝑖V,

𝑖 = 1, . . . , 4;
(1.2)
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Δ𝜙 = −𝐹

𝜀𝑟
(𝑧1𝐶1 + 𝑧2𝐶2 + 𝑧3𝐶3 + 𝑧4𝐶4); (1.3)

𝑅1 = 𝑅2 = 0,

𝑅3 = 𝑅4 = 𝑘𝑑𝐶𝐻2𝑂 − 𝑘𝑟𝐶3𝐶4 =

= 𝑘𝑟(𝑘𝑤 − 𝐶3𝐶4),

(1.4)

𝑧1 = 1, 𝑧2 = −1, 𝑧3 = 1, 𝑧4 = −1;

I𝑐 = 𝐹

4∑︁

𝑖=1

𝑧𝑖j𝑖; (1.5)

𝜕V
𝜕𝑡

= (V∇)V = − 1

𝜌0
∇𝑃 +𝜈ΔV+

1

𝜌0
f, (1.6)

div(V) = 0, (1.7)

где Δ — оператор Лапласа; ∇ — градиент;
V — скорость течения раствора; 𝜌0 — харак-
терная плотность раствора; 𝑃 — давление;
j1, j2, j3, j4, 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4 — соответственно,
потоки и концентрации катионов, анионов,
водорода и гидроксила в растворе; 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3,
𝑧4 — зарядовые числа катионов и анионов;
I — плотность тока; 𝐷1, 𝐷2, 𝐷3, 𝐷4 — соот-
ветственно, коэффициенты диффузии кати-
онов и анионов, водорода и гидроксила; 𝜙 —
потенциал электрического поля; 𝜀𝑟 — диэлек-
трическая проницаемость электролита; 𝐹 —
постоянная Фарадея; 𝑅 — газовая постоян-
ная; 𝑇 — абсолютная температура; 𝑡 — время;
𝜈 — коэффициент кинематической вязкости;
f — плотность электрической силы

f = 𝜌E = −𝜀𝑟Δ𝜙E = 𝜀𝑟Δ𝜙∇𝜙 = 𝜀𝑟E divE,

где 𝜌 = 𝐹 (𝑧1𝐶1 + 𝑧2𝐶2 + 𝑧3𝐶3 + 𝑧4𝐶4) —
плотность распределения пространственного
заряда; E = −∇𝜙 — напряженность электри-
ческого поля.

1.3. Краевые условия

В потециостатическом режиме поверхно-
сти ионообменных мембран считаются гомо-
генными и эквипотенциальными, падение по-
тенциала задано.

Поверхности ионообменной мембраны счи-
таются идеально селективными, т.е. непрони-
цаемыми для коионов, граничная концентра-
ция противоионов соответствует фиксирован-
ному заряду внутри мембраны. Для скоро-
сти на поверхности мембран ставится условие
прилипания. Таким образом граничные усло-
вия имеют вид [9]

– при 𝑥 = 0, на анионообменной мембране
(АОМ):

−n
(︂
− 𝐹

𝑅𝑇
𝐶1𝐷1∇𝜙−𝐷1∇𝐶1

)︂⃒⃒
⃒⃒
𝑥=0

= 0,

(1.8)
𝐶2(𝑡,0, 𝑦) = 𝐶2𝑎, (1.9)

−n
(︂
− 𝐹

𝑅𝑇
𝐶3𝐷3∇𝜙−𝐷3∇𝐶3

)︂⃒⃒
⃒⃒
𝑥=0

= 0,

(1.10)
−n∇𝐶4(𝑡,0) = 0, (1.11)
−n𝜐(𝑡,0, 𝑦) = 0, (1.12)
𝜙(𝑡,0, 𝑦) = Δ𝑟𝜙, (1.13)

– при 𝑥 = 𝐻, на катионообменной мем-
бране (КОМ):

𝐶1(𝑡,𝐻, 𝑦) = 𝐶1𝑘, (1.14)

−n
(︂

𝐹

𝑅𝑇
𝐶2𝐷2∇𝜙−𝐷2∇𝐶2

)︂⃒⃒
⃒⃒
𝑥=𝐻

= 0,

(1.15)
−n∇𝐶3(𝑡,𝐻, 𝑦) = 0, (1.16)

−n
(︂

𝐹

𝑅𝑇
𝐶4𝐷4∇𝜙−𝐷4∇𝐶4

)︂⃒⃒
⃒⃒
𝑥=𝐻

= 0,

(1.17)
−n𝜐(𝑡,𝐻, 𝑦) = 0, (1.18)
𝜙(𝑡,𝐻, 𝑦) = 0. (1.19)

На входе в область концентрации ионов и
распределение потенциала считаются задан-
ными, чтобы на входе выполнялось условие
электронейтральности, т.е.

𝐶𝑖 (𝑥,0, 𝑡) = 𝐶𝑖,0, 𝑖 = 1, . . . ,4,

𝑧1𝐶1 (𝑥,0, 𝑡) + 𝑧2𝐶2 (𝑥,0, 𝑡) +

+𝑧3𝐶3 (𝑥,0, 𝑡) + 𝑧4𝐶4 (𝑥,0, 𝑡) = 0.

(1.20)

Распределение потенциала на входе будем
считать линейной функцией

𝜙 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑑𝜙𝑥/𝐻. (1.21)

При постоянном распределении концентра-
ций из выполнения закона Ома следует фор-
мула (1.21). Таким образом, формула (1.21)
согласуется и с законом Ома, и с постоянны-
ми концентрациями на входе в канал.

Скорость течения раствора V на входе
будем считать распределенной по параболе
Пуазейля (1.22), где 𝑉0 — средняя скорость
течения раствора.

𝑉𝑥 = 0, 𝑉𝑦 = 6𝑉0
𝑥

𝐻

(︁
1 − 𝑥

𝐻

)︁
. (1.22)

На выходе из области 𝑦 = 𝐿, 𝑥 ∈ [0, 𝐻], 𝑡 ⩾ 0
для концентрации используется условие на
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поток ионов, означающее, что ионы соли вы-
носятся из канала обессоливания (КО) только
за счет течения раствора

−n · j𝑖 (𝑥, 𝐿, 𝑡) =

= −𝑉𝑦 (𝑥, 𝐿, 𝑡)𝐶𝑖 (𝑥, 𝐿, 𝑡) ,

𝑖 = 1, . . . ,4.

(1.23)

Для скачка потенциала ставится условие

−n∇𝜙 = 0. (1.24)

Начальные условия имеет вид

𝐶𝑖(0, 𝑥, 𝑦) = 𝐶𝑖0, 𝑖 = 1, . . . , 4; (1.25)

𝜙(0, 𝑥, 𝑦) = 0; (1.26)

𝜐(0, 𝑥, 𝑦) =

(︂
0,

1

6

𝑥

𝐻

(︁
1 − 𝑥

𝐻

)︁)︂
. (1.27)

2. Структура области
пространственного заряда

Для численного решения краевой зада-
чи использовался метод конечных элементов,
реализованный в среде Comsol Multiphysics
5.5.

Было проведено большое количество рас-
четов при разных значениях входных пара-
метров: граничных концентраций противоио-
нов, скачка потенциала, начальных условий.

Далее приводятся результаты, если не
оговорено иное для следующих параметров:
Δ𝑟𝜙 = 1,5 V, 𝐶1𝑘 = 𝐶2𝑎 = 0,1 моль/м3, 𝐶3𝑘 =
= 𝐶4𝑎 = 0,01 моль/м3, 𝐶1(0, 𝑥) = 𝐶2(0, 𝑥) =
= 0,1 моль/м3, 𝐶10(𝑥) = 𝐶20(𝑥) = 0 моль/м3,
𝜙0(𝑥) = 0.

Для численного анализа введем в рас-
смотрение следующую функцию 1/𝐹𝜌 =
= 𝑧1𝐶1+𝑧1𝐶2+𝑧3𝐶3+𝑧4𝐶4 как плотность рас-
пределения заряда, нормированную на число
Фарадея. В точках, где эта функция равна ну-
лю, соблюдается локальная электронейтраль-
ность.

Чтобы достаточно полно изучить строе-
ние области пространственного заряда, рас-
смотрим как общий вид графика этой функ-
ции рис. 2в, 2г, так и сечение при 𝑦 = 0,4 мм
(рис. 2а)) и 𝑦 = 1,2 мм (рис. 2б)) в камере
обессоливания в разные моменты времени.

Рассмотрим сначала графики сечения
функции 𝐶1 − 𝐶2 + 𝐶3 − 𝐶4 при 𝑦 = 0,4 мм в
разные моменты времени. Как видно из рис.2,
область пространственного заряда состоит из

нескольких подобластей: погранслоев у ионо-
обменных мембран, которые аналогичны меж-
фазным погранслоям у ионообменных мем-
бран при отсутствии реакции диссоциации
/рекомбинации молекул воды [8,12], связан-
ных с различием чисел переноса ионов соли
в разных фазах, — в растворе и вблизи ионо-
обменных мембранах.

Принципиально новым является появле-
ние двойного электрического слоя во внутрен-
ней части сечения канала обессоливания обла-
стей (рис. 2а, 2в), примерно при 𝑥 = 0,26 мм.
Величина пространственного заряда замет-
на уже при 𝑡 = 50 c и становится больше
с течением времени, достигая значительных
величин до конца расчета при 𝑡 = 143 c
(рис. 2г), хотя и намного порядков меньше,
чем в погранслоях у мембран. Тем не менее
при 𝑡 = 143 c четко видно положительные и
отрицательные части двойного электрическо-
го слоя. Этот слой расположен практически
в средней части, в начале канала обессолива-
ния, а ниже по течению происходит бифур-
кация внутреннего двойного электрического
слоя и этот слой разделяется на два. Заметим,
что все эти слои нестационарны, т.е. их рас-
положение и величина меняется во времени,
причем эти изменения увеличиваются вниз
по течению.

Сечение графика функции 𝐶1−𝐶2+𝐶3−𝐶4

при 𝑦 = 1,2 мм (рис. 2б, 2г) показывает зна-
чительно более сложное строение области
пространственного заряда. Причем располо-
жение двойного электрического слоя меня-
ется во времени, как показывает сравнение
графиков функции 𝑡 = 90 c и 𝑡 = 143 c
(рис. 2б). Кроме того, вблизи ионообменных
мембран появляются области расширенного
пространственного заряда, аналогичные обла-
стям расширенного пространственного заря-
да (рис. 2б, 2г при 𝑡 = 143 c), определенным
в работах [8–13]. Из анализа рис. 2 видно су-
ществование областей электронейтральности
между областями пространственного заряда,
где условия локальной электронейтральности
выполняется с высокой точностью. Значение
нормированного пространственного заряда в
этом сечении имеет порядок 10−6, т.е. на по-
рядок меньше, чем в сечении 𝑦 = 0,4 мм. Свя-
зано это с тем, что вниз по течению раствор
все больше обессоливается, т.е. концентрация
всех ионов уменьшается. Вследствие это-
го уменьшается и нормированная величина
пространственного заряда. Обратим внима-
ние, что со временем отрицательная часть
двойного электрического слоя уже не будет
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а) б)

в) г)

Рис. 2. Графики функции 𝐶1 − 𝐶2 + 𝐶3 − 𝐶4 в различные моменты времени: в), г) общий вид в
моменты времени 𝑡 = 90 c, 𝑡 = 143 c, исключая погранслои у АЕМ и СЕМ, а) и б) сечение графиков

при 𝑦 = 0,4 мм и 𝑦 = 1,2 мм в разные моменты времени

односвязной областью. Как видно из рис. 2б,
она разделяется на две подобласти. Одна из
них, как и раньше, образует двойной электри-
ческий слой, другая также образует двойной
электрический слой с положительной примем-
бранной областью пространственного заряда
около катионообменной мембраны. Связано
это с тем, что электромиграционный поток
больше, чем диффузионный и конвективный
потоки, поэтому диффузия и конвекция не
успевают «размыть» локальные максимумы
и минимумы пространственного заряда.

Области пространственного заряда рас-
пложены возле каждой из мембран, что из-
вестно [16]. Новым здесь является появление

двойного электрического слоя в средней ча-
сти канала обессоливания. Интересно отме-
тить, что в этом двойном слое отрицательно
заряженная часть расположена справа, бли-
же к катионообменной мембране, где распо-
ложена положительная область примембран-
ного пространственного заряда. Аналогично
положительно заряженная часть расположе-
на слева, ближе к анионообменной мембране,
где расположена отрицательная область при-
мембранного пространственного заряда. Объ-
ясняется это тем, что в примембранных обла-
стях, где напряженность электрического поля
имеет большие значения, происходит неката-
литическая реакция диссоциации и из этих
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областей вглубь раствора инжектируется ио-
ны Н+ и ОН−, которые и отвечают за появ-
ление двойного электрического слоя в сере-
дине канала. При этом ионы Н+ образуются
в отрицательной примембранной области при
анионообменной мембране, вследствие чего
величина отрицательного пространственного
заряда в этой области уменьшается, а ОН−

образуются в положительной примембранной
области у катионообменной мембраны (ве-
личина положительного пространственного
заряда в этой области уменьшается), а затем
эти ионы движутся навстречу друг другу и
рекомбинируют. Область, где рекомбинация
превышает диссоциацию, достаточно узкая
и не все ионы Н+ и ОН− успевают рекомби-
нировать. Электромиграционный поток пре-
обладает над рекомбинацией, в связи с этим
начинается накопление ионов Н+ и ОН− и
образование двойного электрического слоя.
Величина нормированного пространственно-
го заряда в этом двойном электрическом име-
ет порядок 10−5 моль/м3. В то же время в
примембранных областях эта величина имеет
порядок 10−1 моль/м3. Таким образом, вели-
чина пространственного заряда во внутрен-
нем двойном электрическом слое на четыре
порядка меньше, чем в примембранных обла-
стях. Тем не менее, игнорировать этот двой-
ной электрический слой нельзя, поскольку он
совместно с уменьшением величин примем-
бранных пространственных зарядов оказыва-
ет решающее влияние на электроконвекцию.

Заключение
В статье теоретически, с использованием

математической модели, впервые проанализи-
ровано строение области пространственного
заряда в канале обессоливания с учетом ре-
акции диссоциации/рекомбинации молекул
воды и электроконвекции. Установлены ос-
новные закономерности строения области про-
странственного заряда, а именно показано,
что сечение канала обессоливания состоит из
узких квазиравновесных областей простран-
ственного заряда, примыкающих к ионооб-
менным мембранам, в центральной части воз-
никает двойной электрический слой. Пока-
зано также, что между этим двойным элек-
трическим слоем и примембранными областя-
ми пространственного заряда расположены
области электронейтральности. Проведенное
исследование в дальнейшем будет использо-
вание для анализа совместного влияния нека-
талитической реакции диссоциации молекул
воды и рекомбинации и электроконвекции на

вольтамперную характеристику канала обес-
соливания.
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