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Abstract. The paper proposes a theoretically accurate method for taking into account the
asymptotic components of the two-dimensional Fourier integral representing the Green’s functions
for spatial dynamic boundary value problems of the anisotropic theory of elasticity. The body is a
multilayer stack of layers or a multilayer half-space and is excited by a surface harmonic stress
source. The expressions for the contribution of the asymptotics include the Fourier series, the
coefficients of which contain easily computable integrals from the Bessel functions. Asymptotic
expressions for the integrals from the Bessel functions for large values of the parameters are given.
Numerical examples are given for a lithium niobate crystal. It is shown that the asymptotics
of the symbols of the Green’s functions in the anisotropic case can contain real and imaginary
components simultaneously, which distinguishes them from the isotropic case. Moreover, the
resulting solution is always real. The number of operations for calculating the contribution of
asymptotics is several orders of magnitude less than the number of operations for calculating the
wave part of the integral. The developed formulas make the direct contour integration method
logically complete, theoretically accurate and relatively simple to implement.
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Введение

При расчете волновых полей методом пря-
мого контурного интегрирования [1, 2] в од-
нородных или многослойных анизотропных
полуограниченных средах типа пакета сло-
ев или многослойного полупространства, воз-
буждаемых поверхностным гармонических
источником напряжений, до сих пор учиты-
валась только конечная область интегриро-
вания в плоскости волновых чисел [1,2]. Ко-
нечная область интегрирования представля-
ет собой круг достаточно большого радиу-
са, центр которого совпадает с началом ко-
ординат. Оставшаяся бесконечная часть —

внешность круга — отбрасывалась, посколь-
ку прямые расчеты в ней затруднены рас-
тущими погрешностями вычисления симво-
ла Фурье матрицы-функции Грина. Известна
оценка [2], показывающая, что для изотроп-
ной среды вклад интегралов по отброшенной
бесконечной области в дальней от источника
зоне быстро убывает по сравнению с вкла-
дом интегралов по конечной области. В тоже
время из нее же следует, что в ближней зоне
вклад отброшенных интегралов может быть
неограниченно большим. Это свойство кажет-
ся вполне очевидным следствием из извест-
ных свойств функций Грина краевых задач
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теории упругости, имеющих особенности в
нуле. В данной работе на основе асимптотиче-
ских представлений символов Фурье матриц-
функций Грина для анизотропных сред уда-
лось получить в аналитическом виде точные
значения вклада интегралов по бесконечной
области в ближней зоне и асимптотические —
в дальней от источника зоне. В работе [3]
описан теоретически точный способ определе-
ния асимптотик символа матрицы-функции
Грина при больших волновых числах, одна-
ко он достаточно трудоемок в реализации. В
модельных расчетах в предлагаемой работе
асимптотики определялись простым в чис-
ленной реализации способом, дающим отно-
сительную погрешность менее одной десятой
доли процента. Данная погрешность не прин-
ципиальна и вносит в конечный результат
относительную ошибку того же порядка. Раз-
работанный подход учета асимптотик делает
метод прямого контурного интегрирования
теоретически точным, логически завершен-
ным и относительно простым в реализации.
Метод применим как для инженерных расче-
тов, так и для научных исследований.

1. Постановка задачи и основные
соотношения

Приведем типичные постановки краевых
задач, и продемонстрируем разработанный
метод. Пусть среда представляет собой од-
нородные слои {−∞ ⩽ 𝑥1, 𝑥2 ⩽ ∞, 𝑧𝑛+1 ⩽
⩽ 𝑧 ⩽ 𝑧𝑛, 𝑧1 = 0, 𝑧𝑁+1 > −∞, 𝑧 = 𝑥3, 𝑛 =
= 1, . . . , 𝑁}, где каждый слой имеет матери-
альные константы 𝐶

(𝑛)
𝑗𝑚𝑖𝑘, 𝜌

(𝑛). В тензорной
записи установившиеся гармонические коле-
бания описываются уравнениями движений
(общий множитель 𝑒−𝑖𝜔𝑡 всюду опущен):

𝜕𝜎
(𝑛)
𝑗𝑚

𝜕𝑥𝑗
+ 𝜌𝜔2𝑢(𝑛)𝑚 = 0, (1.1)

𝜎
(𝑛)
𝑗𝑚 = 𝐶

(𝑛)
𝑗𝑚𝑖𝑘

𝜕𝑢
(𝑛)
𝑖

𝜕𝑥𝑘
,

𝑖, 𝑗,𝑚, 𝑘 = 1, 2, 3,

где 𝜎
(𝑛)
𝑗𝑚 — тензор напряжений, 𝐶(𝑛)

𝑗𝑚𝑖𝑘 — тен-

зор упругих постоянных, 𝑢(𝑛)𝑖 — компоненты
вектора механических смещений, 𝜌(𝑛) — плот-
ность, 𝜔 — круговая частота, 𝑡 — время. Слои
идеально сцеплены на уровне интерфейсных
плоскостей 𝑧 = 𝑧𝑛

𝜎
(𝑛−1)
𝑗𝑚 (𝑧𝑛) = 𝜎

(𝑛)
𝑗𝑚(𝑧𝑛), (1.2)

𝑢
(𝑛−1)
𝑗 (𝑧𝑛) = 𝑢

(𝑛)
𝑗 (𝑧𝑛),

𝑛 = 2, 𝑁.

В основаниии пакета слоев 𝑧 = 𝑧𝑁+1 выпол-
няются условия либо механически свободной
нижней грани

𝜎
(𝑁+1)
𝑗3 (𝑧𝑁+1) = 0, (1.3)

либо условие жеско фиксированного основа-
ния

𝑢
(𝑁+1)
𝑗 (𝑧𝑁+1) = 0. (1.4)

В случае пакета слоев, лежащего на полупро-
странстве −∞ ⩽ 𝑧 ⩽ 𝑧𝑁+1, должно выпол-
няться условие убывания

𝑢
(𝑁+1)
𝑗 (𝑥1, 𝑥2, 𝑧) → 0,

𝑟 =
√︁

𝑥21 + 𝑥22 + 𝑧2 → ∞.
(1.5)

Гармонические колебания возбуждаются ме-
ханическими нагрузками, действующими на
поверхности 𝑧 = 𝑧1 = 0. Вектор нагрузок за-
дается в виде дельта-функций с амплитудами
множителями 𝑞𝑗 ,

q = 𝛿(𝑥1)𝛿(𝑥2) (𝑞1, 𝑞2, 𝑞3)
T . (1.6)

Граничные условия на поверхности имеют
вид

𝜎
(𝑛)
𝑗3 (𝑥1, 𝑥2, 𝑧1) = 𝑞𝑗𝛿(𝑥1)𝛿(𝑥2). (1.7)

Решениями краевых задач (1.1)–(1.7) с 𝑞𝑗 =
= 1 являются матрицы-функции Грина
𝑘
(𝑛)
𝑖𝑗 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), столбцы которых описывают

векторы смещений в слое с номером 𝑛 = 1, 𝑁 .
Номер 𝑗 столбца 𝑘

(𝑛)
𝑖𝑗 соответствует компонен-

те 𝑞𝑗𝛿(𝑥1)𝛿(𝑥2) вектора нагрузок (1.6).
В приведенной постановке задачи матри-

ца 𝑘
(𝑛)
𝑖𝑗 представляет собой матрицу-функцию

Грина для пакета анизотропных слоев или
многослойного полупространства, возбуждае-
мых поверхностным гармоническим источни-
ком колебаний.
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Рассмотрим символ Фурье 𝐾
(𝑛)
𝑖𝑗 матрицы

Грина 𝑘
(𝑛)
𝑖𝑗 в форме

𝐾
(𝑛)
𝑖𝑗 (𝛼1, 𝛼2, 𝑥3) = 𝐹𝑥1𝑥2

[︁
𝑘
(𝑛)
𝑖𝑗

]︁
=

=

∞∫︁

−∞

∞∫︁

−∞

𝑘
(𝑛)
𝑖𝑗 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)×

× 𝑒𝑖(𝛼1𝑥1+𝛼2𝑥2)𝑑𝑥1𝑑𝑥2, (1.8)

тогда 𝑘
(𝑛)
𝑗𝑚 можно представить в виде интегра-

ла

𝑘
(𝑛)
𝑗𝑚(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =

1

4𝜋2

∫︁

Γ1

∫︁

Γ2

𝐾
(𝑛)
𝑗𝑚 (𝛼1, 𝛼2, 𝑥3)×

× 𝑒−𝑖(𝛼1𝑥1+𝛼2𝑥2)𝑑𝛼1𝑑𝛼2, (1.9)

Здесь Γ1, Γ2 — контуры интегрирования, ча-
стично отклоняющиеся от вещественных осей
при обходе особенностей 𝐾

(𝑛)
𝑗𝑚 в соответствии

с принципом предельного поглощения [4].
В случае произвольных нагрузок q(𝑥1, 𝑥2),

заданных в области Ω,

q =

{︂
q(𝑥1, 𝑥2), (𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω,

0, (𝑥1, 𝑥2) /∈ Ω
(1.10)

решения краевых задач (1.1)–(1.10) можно
представить в виде интегралов свертки и об-
ратного преобразования Фурье

𝑢
(𝑛)
𝑗 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =

∫︁∫︁

Ω

𝑘
(𝑛)
𝑗𝑚(𝑥1 − 𝜂, 𝑥2−𝜁, 𝑥3)×

× 𝑞𝑚(𝜂, 𝜁)𝑑𝜂𝑑𝜁, (1.11)

𝑢
(𝑛)
𝑗 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =

1

4𝜋2

∫︁

Γ1

∫︁

Γ2

𝐾
(𝑛)
𝑗𝑚 (𝛼1, 𝛼2, 𝑥3)×

×𝑄𝑚(𝛼1, 𝛼2)𝑒
−𝑖(𝛼1𝑥1+𝛼2𝑥2)𝑑𝛼1𝑑𝛼2. (1.12)

Алгоритмы построения символа Фурье матри-
цы Грина 𝐾

(𝑛)
𝑗𝑚 для задач (1.1)–(1.7) подробно

описаны в работах [1–4] и здесь не повторя-
ются.

2. Метод прямого контурного
интгерирования

Интегралы вида (1.9), (1.11), (1.12) имеют
важное теоретическое и практическое значе-
ние во многих областях науки и техники: сей-
смологии, акустоэлектронике, теории нераз-
рушающего контроля, теории волновых про-
цессов в анизотропных композитных матери-
алах и т.д. [3–6]. В вычислительном отноше-
нии более удобным оказывается интеграль-
ное представление (1.12). Как правило, для
расчетов интеграла (1.12) в ближней зоне ис-
пользуется теория вычетов, в дальней зоне —
метод стационарной фазы.

Указанные методы в пространственном
случае достаточно громоздки [1, 2], кроме то-
го, невозможность учета бесконечного числа
комплексных полюсов приводит к погрешно-
стям в непосредственной близости к источ-
нику. В качестве альтернативы был предло-
жен метод прямого контурного интегрирова-
ния [1, 2]. Суть метода состоит в введении
малой комплексной составляющей частоты

𝜔𝜀 = 𝜔 + 𝑖𝜀, 0 ⩽ 𝜀 ≪ 𝜔, (2.1)

при этом вещественные полюса и точки ветв-
ления смещаются в соответствии с принци-
пом предельного поглощения в комплексную
плоскость [4], что позволяет производить ин-
тегрирование по вещественным осям без от-
клонений в комплексные плоскости.

Введем две системы полярных координат

𝑟 =
√︁

𝑥21 + 𝑥22, 𝜑 = arctg (𝑥2/𝑥1) , (2.2)

𝑥1 = 𝑟 cos𝜑, 𝑥2 = 𝑟 sin𝜑,

𝛼 =
√︁

𝛼2
1 + 𝛼2

2, 𝛾 = arctg (𝛼2/𝛼1) ,

𝛼1 = 𝛼 cos 𝛾, 𝛼2 = 𝛼 sin 𝛾,

0 ⩽ 𝜑, 𝛾 ⩽ 2𝜋,

и для случая дельта-функций, когда 𝑄𝑚 = 1,
интеграл (1.9) запишем в виде

𝑘
(𝑛)
𝑗𝑚(𝑟, 𝜑, 𝑥3) =

=
1

4𝜋2

∫︁

Γ

2𝜋∫︁

0

𝐾
(𝑛)
𝑗𝑚 (𝛼, 𝛾, 𝑥3)×

× 𝛼𝑒−𝑖𝑟𝛼 cos(𝛾−𝜑)𝑑𝛾𝑑𝛼 = 𝐼
(𝑛)
𝑅 + 𝐼(𝑛)∞ , (2.3)
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где

𝐼
(𝑛)
𝑅 =

1

4𝜋2

𝑅∫︁

0

2𝜋∫︁

0

𝐾
(𝑛)
𝑗𝑚𝛼𝑒−𝑖𝑟𝛼 cos(𝛾−𝜑)𝑑𝛾𝑑𝛼,

(2.4)

𝐼(𝑛)∞ =
1

4𝜋2

∞∫︁

𝑅

2𝜋∫︁

0

𝐾
(𝑛)
𝑗𝑚𝛼𝑒−𝑖𝑟𝛼 cos(𝛾−𝜑)𝑑𝛾𝑑𝛼,

(2.5)
𝑅 ≫ 𝛼max(𝜔), 𝛼max(𝜔) — наибольший для
данной частоты 𝜔 полюс.

Интеграл 𝐼𝑅 представляет собой «волно-
вую» часть интеграла (2.3), которая, в ос-
новном, и исследовалась с помощью метода
прямого контурного интегрирования в пред-
шествующих работах авторов [1, 2], интеграл
𝐼
(𝑛)
∞ не учитывался.

3. Учет асимптотик в методе прямого
контурного интегрирования

Далее ограничимся важным частным
случаем поверхностных возмущений, когда
𝑥3 = 0. Известно [3], что

𝐾
(1)
𝑖𝑗 (𝛼, 𝛾,0)𝛼 ∼ 𝐶𝑖𝑗(𝛾), 𝛼 ⩾ 𝑅. (3.1)

Функции 𝐶𝑖𝑗(𝛾) представляют собой гладкие
периодические и, в общем случае, комплекс-
нозначные функции. Они не зависят от ча-
стоты и определяются только механически-
ми свойствами верхнего слоя. Для получения
𝐶𝑖𝑗(𝛾) достаточно рассмотреть либо однород-
ный слой, либо полупространсво. С помощью
выражения (3.1) значения 𝐶𝑖𝑗(𝛾) можно по-
лучить с относительной погрешностью менее
0,1 %. Более сложный метод точного опреде-
ления функций 𝐶𝑖𝑗(𝛾) описан в [3]. Далее для
упрощения формул индексы функции 𝐶𝑖𝑗(𝛾)
опускаем, имея в виду, что 𝐶(𝛾) соответству-
ет 𝐾

(1)
𝑖𝑗 . Рассмотрим интеграл 𝐼

(1)
∞
⃒⃒
⃒
𝑥3=0

:

4𝜋2𝑘(𝑟, 𝜑,𝑅) =

=

∞∫︁

𝑅

2𝜋∫︁

0

𝐾 (𝛼, 𝛾)𝛼𝑒−𝑖𝛼𝑟 cos(𝛾−𝜑)𝑑𝛾𝑑𝛼 =

=

∞∫︁

𝑅

2𝜋∫︁

0

𝐶 (𝛾)𝑒−𝑖𝛼𝑟 cos(𝛾−𝜑)𝑑𝛾𝑑𝛼. (3.2)

Разложим 𝐶(𝛾) в ряд Фурье

𝐶(𝛾) =
𝑐0
2

+
∞∑︁

𝑛=1

(𝑎𝑛 cos𝑛𝛾 + 𝑏𝑛 sin𝑛𝛾) (3.3)

по известным формулам

𝑐0 =
1

𝜋

𝜋∫︁

−𝜋

𝐶(𝛾)𝑑𝛾,

𝑎𝑛 =
1

𝜋

𝜋∫︁

−𝜋

𝐶(𝛾) cos𝑛𝛾𝑑𝛾,

𝑏𝑛 =
1

𝜋

𝜋∫︁

−𝜋

𝐶(𝛾) sin𝑛𝛾𝑑𝛾.

Введем функцию ℎ𝑛 в различных эквивалент-
ных видах

ℎ𝑛(𝑟𝑅) =

∞∫︁

𝑟𝑅

𝐽𝑛(𝑢)𝑑𝑢 =

=

∞∫︁

0

𝐽𝑛(𝑢)𝑑𝑢−
𝑟𝑅∫︁

0

𝐽𝑛(𝑢)𝑑𝑢 =

= 1 −
𝑟𝑅∫︁

0

𝐽𝑛(𝑢)𝑑𝑢 =

= 1 − 2
∞∑︁

𝑘=0

𝐽𝑛+2𝑘+1(𝑟𝑅). (3.4)

Рассмотрим вклад членов ряда (3.3) в инте-
грал (3.2). Для 𝑐0/2

𝑐0
2

∞∫︁

𝑅

2𝜋∫︁

0

𝑒−𝑖𝛼𝑟 cos(𝛾−𝜑)𝑑𝛾𝑑𝛼 =

=
𝑐0
2

∞∫︁

𝑅

2𝜋∫︁

0

𝑒−𝑖𝛼𝑟 sin(𝛾−𝜑+𝜋/2)𝑑𝛾𝑑𝛼 =

=
𝑐0
2

∞∫︁

𝑅

2𝜋𝐽0(𝑎𝑟)𝑑𝛼 =

=
𝜋𝑐0
𝑟

∞∫︁

𝑟𝑅

𝐽0(𝑢)𝑑𝑢 =
2𝜋

𝑟

𝑐0
2
ℎ0 (𝑟𝑅) .
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Вклад членов с косинусами имеет вид (𝑎𝑛
вынесены за скобки)

∞∫︁

𝑅

2𝜋∫︁

0

cos𝑛𝛾𝑒−𝑖𝛼𝑟 cos(𝛾−𝜑)𝑑𝛾𝑑𝛼 =

=
2𝜋𝑒𝑖𝑛(𝜑−𝜋/2)

2𝑟

∞∫︁

𝑟𝑅

𝐽𝑛(𝑢)𝑑𝑢+

+
2𝜋𝑒−𝑖𝑛(𝜑−𝜋/2)

2𝑟

∞∫︁

𝑟𝑅

𝐽−𝑛(𝑢)𝑑𝑢 =

=
2𝜋

𝑟

(︃
𝑒𝑖𝑛(𝜑−𝜋/2)/2+

+ (−1)𝑛𝑒−𝑖𝑛(𝜑−𝜋/2)/2

)︃ ∞∫︁

𝑟𝑅

𝐽𝑛(𝑢)𝑑𝑢 =

=
2𝜋

𝑟

{︂
cos𝑛𝜏, 𝑛 = 2𝑘

𝑖 sin𝑛𝜏, 𝑛 = 2𝑘 + 1

}︂
ℎ𝑛(𝑟𝑅), (3.5)

𝜏 = 𝜑− 𝜋/2.

Аналогичные выладки для синусов приводят
к следующим выражениям

∞∫︁

𝑅

2𝜋∫︁

0

sin𝑛𝛾𝑒−𝑖𝛼𝑟 cos(𝛾−𝜑)𝑑𝛾𝑑𝛼 =

=
2𝜋

𝑟

{︂
−𝑖 cos𝑛𝜏, 𝑛 = 2𝑘
sin𝑛𝜏, 𝑛 = 2𝑘 + 1

}︂
ℎ𝑛(𝑟𝑅). (3.6)

Суммируя (3.5) и (3.6), получаем

𝑘(𝑟, 𝜑,𝑅) =
1

2𝜋𝑟

[︂
𝑐0
2
ℎ0(𝑟𝑅)+

+
∞∑︁

𝑛=1

ℎ𝑛(𝑟𝑅)𝐹𝑛(𝜑, 𝑎𝑛, 𝑏𝑛)

]︂
, (3.7)

где

𝐹𝑛 =

{︂
(𝑎𝑛 − 𝑖𝑏𝑛) cos𝑛𝜏, 𝑛 = 2𝑘,

(𝑖𝑎𝑛 + 𝑏𝑛) sin𝑛𝜏, 𝑛 = 2𝑘 + 1.

Формулы (3.3), (3.4), (3.7) завершают постро-
ение вклада асимптотик (3.1) в (2.3). При
относительно малых значениях (𝑟𝑅) функ-
ции ℎ0(𝑟𝑅) вычисляются легко. Рассмотрим
интеграл

ℎ𝑛(𝑟𝑅) =

+∞∫︁

𝑟𝑅

𝐽𝑛(𝑢)𝑑𝑢

при больших значениях аргумента (𝑟𝑅). Из-
вестна асимптотика

𝐽𝑛(𝑢) ∼
√︂

2

𝜋

⎛
⎜⎜⎝

cos𝑢√
𝑢

cos
(︁
−𝑛𝜋

2
− 𝜋

4

)︁
−

− sin𝑢√
𝑢

sin
(︁
−𝑛𝜋

2
− 𝜋

4

)︁

⎞
⎟⎟⎠ ,

𝑢 → +∞.

Найдем интеграл

𝑏∫︁

𝑎

cos𝑢√
𝑢

𝑑𝑢 = 2

√
𝑏∫︁

√
𝑎

cos𝑢2𝑑𝑢 =

= 2

√︂
𝜋

2
𝐶1(𝑢)

⃒⃒
⃒⃒
√
𝑏

√
𝑎

.

Здесь 𝐶1(𝑥) — косинус-интеграл Френеля

𝐶1(𝑥) =

√︂
2

𝜋

𝑥∫︁

0

cos𝑢2𝑑𝑢.

Аналогично

𝑏∫︁

𝑎

sin𝑢√
𝑢
𝑑𝑢 = 2

√
𝑏∫︁

√
𝑎

sin𝑢2𝑑𝑢 =

= 2

√︂
𝜋

2
𝑆1(𝑢 )|

√
𝑏√
𝑎
,

𝑆1(𝑥) =

√︂
2

𝜋

𝑥∫︁

0

sin𝑢2𝑑𝑢.

Здесь 𝑆1(𝑥) — синус-интеграл Френеля.
Асимптотическое представление функций 𝐶1,
𝑆1 при 𝑥 → +∞

𝐶1(𝑥) =
1

2
+

sin𝑥2√
2𝜋𝑥

− cos𝑥2√
8𝜋𝑥3

,

𝑆1(𝑥) =
1

2
− cos𝑥2√

2𝜋𝑥
− sin𝑥2√

8𝜋𝑥3
,

𝐶1(+∞) =
1

2
, 𝑆1(+∞) =

1

2
.

Теперь найдем

𝐶1(𝑥)|∞√
𝑟𝑅

= − sin 𝑟𝑅√
2𝜋

√
𝑟𝑅

+
cos 𝑟𝑅√

8𝜋(𝑟𝑅)3/2
,

𝑟𝑅 → +∞,
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Рис. 1. Вид кривой 𝐶31(𝛾)

𝑆1(𝑥)|∞√
𝑟𝑅

=
cos 𝑟𝑅√
2𝜋

√
𝑟𝑅

+
sin 𝑟𝑅√

8𝜋(𝑟𝑅)3/2
,

𝑟𝑅 → +∞.

Тогда получаем при 𝑟𝑅 → +∞

ℎ𝑛(𝑟𝑅) ∼

∼ 2 cos
(︁𝑛𝜋

2
+

𝜋

4

)︁
⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

− sin 𝑟𝑅√
2𝜋

√
𝑟𝑅

+

+
cos 𝑟𝑅√

8𝜋(𝑟𝑅)3/2

⎫
⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

+

+ 2 sin
(︁𝑛𝜋

2
+

𝜋

4

)︁
⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

cos 𝑟𝑅√
2𝜋

√
𝑟𝑅

+

+
sin 𝑟𝑅√

8𝜋(𝑟𝑅)3/2

⎫
⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

. (3.8)

Последняя формула дает асимптотическое
значение функций ℎ𝑛(𝑟𝑅) при больших зна-
чениях аргумента, что позволяет производить
расчеты для произвольных 𝑟 (2.2).

4. Численные результаты
В качестве образца для расчетов использо-

вался кристалл ниобат лития (LiNbO3), три-
гональная сингония, класс 3m. Упругие мо-

дули 𝑆11 = 2,03, 𝑆13 = 0,53, 𝑆14 = 0,75, 𝑆33 =
= 0,09, 𝑆44 = 2,45, 𝑆66 = 0,6 (1011 Н/м2) [7].
Кристаллофизическая система координат по-
вернута вокруг оси 𝑂𝑋1 на угол 𝜋/2 относи-
тельно кристаллографической системы. Для
такой ориентации кристалла построена кри-
вая 𝐶31 (рис. 1).

В табл. 1 представлены коэффициенты
ряда Фурье, соответствующие кривой 𝐶31(𝛾)
(Re 𝑎𝑛 = 0, Im 𝑏𝑛 = 0). Для показанного числа
членов ряда относительная погрешность ап-
проксимации 𝐶31(𝛾) рядом Фурье составила
10−5.

Вид поверхности 𝑘31(𝑥1, 𝑥2,0) представлен
на рис. 2, бесконечные значения в начале ко-
ординат не отображены.

Заключение

1. В отличие от изотропного случая функ-
ции 𝐶𝑖𝑗(𝛾) могут содержать как веществен-
ную, так и мнимую часть одновременно.
Тем не менее, соответствующая величина
𝑘𝑖𝑗(𝑟, 𝜑, 0) всегда вещественна.

2. Вклад асиптотик в динамический
процесс представляет собой величину
𝑘𝑖𝑗(𝑟, 𝜑, 0) cos (𝜔𝑡).
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Таблица 1. Коэффициенты ряда Фурье (3.3) для 𝐶31

𝑛 Im 𝑎𝑛 Re 𝑏𝑛

0 0 0
1 −0,4315240 0
2 0 0,4442448E−01
3 0,3758565E−01 0
4 0 −0,1388496E−01
5 0,2802039E−02 0
6 0 0,5360949E−03
7 0,1042317E−03 0
8 0 −0,2694084E−03
9 0,1379845E−03 0
10 0 −0,1112514E−04
11 0,7646259E−05 0
12 0 −0,7677487E−05
13 0,4040948E−05 0
14 0 −0,7677487E−05
15 0,4104474E−06 0
16 0 −0,2804331E−06
17 0,1367301E−06 0
18 0 −0,3431501E−07
19 0,1713805E−07 0
20 0 −0,1070862E−07
21 0,5001245E−08 0
22 0 −0,1543038E−08

Рис. 2. Вид поверхности 𝑘31(𝑥1, 𝑥2,0)
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3. Функции 𝑘𝑖𝑗(𝑟, 𝜑, 0) в случае простран-
ственных задач имеют особенность вида 𝑟−1.

4. Полученные результаты включают в се-
бя изотропный случай, но не переносятся ав-
томатически на плоский случай.

5. Разработанные формулы и алгоритмы
делают метод прямого контурного интегриро-
вания логически завершенным, теоретически
точным и относительно простым в реализа-
ции.

6. Расчеты вклада асимптотик произво-
дятся быстро, расчеты волновой части инте-
грала требуют массированных вычислений.
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