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О РЕШЕНИЯХ УРАВНЕНИЯ ВЛАСОВА
Журавлев И. В., Довбуш А. Н.

Рассматривается первая смешанная задача для уравнений Власова–Пуассона в бесконеч-
ном цилиндре. Исследуется путь нахождения решения А.Л. Скубачевским. Предлагается
альтернативный метод нахождения решения. Система приводится к неоднородному виду
заменой неизвестной функции распределения. Методом последовательных приближений
ищется предел последовательности 𝑓𝛽𝑛 (𝑥, 𝑝, 𝑡), по которому строится решение 𝜙 (𝑥, 𝑡) как
предел 𝜙𝑛 (𝑥, 𝑡).
Ключевые слова: метод последовательных приближений, уравнения Власова-Пуассона,
интегро-дифференциальные уравнения.
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Abstract. In this study we consider the mixed boundary value problem for the Vlasov–Poisson
equations in an infinite cylinder, a problem describing the evolution of the density distribution of
ions and electrons in a high temperature plasma under an external magnetic field. We examine the
way to find a solution presented by Skubachevskii in his articles. We then present the alternative
way consisting in the following. The system is reduced to an inhomogeneous form by replacing the
unknown distribution function. After this, the fixed-point iteration method is used twice. First,
we find function 𝑓𝛽 (𝑥, 𝑝, 𝑡) as the limit for the sequence 𝑓𝛽𝑛 (𝑥, 𝑝, 𝑡), then we use it to construct
the solution 𝜙 (𝑥, 𝑡) as the limit for 𝜙𝑛 (𝑥, 𝑡). The found classical solution for which the supports
of the charged-particle density distributions are at a distance from the cylindrical boundary is
shown to exist and to be unique in some neighbourhood of the stationary solution.
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Введение

Уравнения Власова были впервые выведе-
ны в статье [1], в 1938 г. В настоящее время
они представляют собой одну из наиболее
известных математических моделей кинети-
ческой теории газов. В физике по уравнениям
Власова написано большое количество тру-
дов.

В математике интерес к данным уравнени-
ям возник сравнительно позже, однако в на-
стоящее время исследованию уравнений Вла-
сова посвящена обширная литература. Наше
внимание привлекли работы А.Л. Скубачев-
ского [2–5]. В них рассматриваются системы
Власова–Пуассона в полупространстве [2,4]
и в бесконечном цилиндре [3, 5].

Предлагается альтернативный способ на-
хождения решения поставленной в [3] задачи,
заключающийся в использовании метода по-
следовательных приближений.

Авторами были получены оценки, с помо-
щью которых оказалось возможным доказать
сходимость последовательных приближений
к решению интегро-дифференциального урав-
нения, с помощью которого восстанавливает-
ся решение системы Власова–Пуассона.

1. Постановка задачи. Путь
нахождения решения
А.Л. Скубачевским

Исследуется система уравнений Власова–
Пуассона в бесконечном цилиндре, имеющая
вид

−Δ𝜙 (𝑥, 𝑡) =

= 4𝜋𝑒

3∫︁

𝑅

∑︁

𝛽=±1

𝛽𝑓𝛽 (𝑥, 𝑝, 𝑡) 𝑑𝑝, (1.1)
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𝜕𝑓𝛽

𝜕𝑡
+

1

𝑚𝛽

(︁
𝑝,∇𝑥𝑓

𝛽
)︁
+

= 𝛽𝑒

(︂
−∇𝑥𝜙+

1

𝑚𝛽𝑐
[𝑝,𝐵 (𝑥)] , ∇𝑝𝑓

𝛽

)︂
= 0,

(1.2)

𝑥 ∈ 𝑅3
+, 𝑝 ∈ 𝑅3, 0 < 𝑡 < 𝑇, 𝛽 = ±1.

Здесь 𝜙 (𝑥, 𝑡) — потенциал самосогласованно-
го электрического поля; 𝑓𝛽 (𝑥, 𝑝, 𝑡) — функ-
ция распределения плотности положительно
заряженных ионов (если 𝛽 = +1) и электро-
нов (если 𝛽 = −1) в точке 𝑥 с импульсом 𝑝
в момент времени 𝑡; ∇𝑥 — градиент по про-
странственным переменным 𝑥 и ∇𝑝 — гра-
диенты по импульсу 𝑝; 𝑚+1 и 𝑚−1 — мас-
сы иона и электрона; 𝑒 — заряд электрона;
𝑐 — скорость света; 𝐵(𝑥) — заданная вектор-
функция, индукция внешнего магнитного по-
ля.

Уравнения рассматриваются при выполне-
нии начальных условий (1.3), где 𝑓𝛽0 — извест-
ные неотрицательные функции, и краевого
условия Дирихле

𝑓𝛽 (𝑥, 𝑝, 𝑡)
⃒⃒
⃒
𝑡=0

= 𝑓𝛽0 (𝑥, 𝑝) , 𝑥 ∈ R3
+, (1.3)

𝑝 ∈ R3, 𝛽 = ±1,

𝜙 (𝑥, 𝑡)|𝑥1=0 = 0, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇. (1.4)

В монографии Гарабедяна [6] описан метод
вывода уравнений характеристик для диф-
ференциальных уравнений первого порядка.
При фиксированной функции 𝜙 (𝑥, 𝑡), исполь-
зуя уравнение (1.2) системы, получим

𝑑𝑋𝛽
𝜙

𝑑𝜏
=

1

𝑚𝛽
𝑃 𝛽
𝜙 , (1.5)

𝑑𝑃 𝛽
𝜙

𝑑𝜏
= −𝛽𝑒∇𝑥𝜙

(︁
𝑋𝛽

𝜙 , 𝜏
)︁
+

+
𝛽𝑒

𝑚𝛽𝑐

[︁
𝑃 𝛽
𝜙 , 𝐵(𝑋𝛽

𝜙)
]︁
, (1.6)

0 < 𝜏 < 𝑇, 𝛽 = ±1.

Причем функции 𝑋𝛽
𝜙 и 𝑃 𝛽

𝜙 удовлетворяют
начальным условиям (1.7), где 𝑥 и 𝑝 соответ-
ствуют начальному моменту времени (𝜏 = 0)

𝑋𝛽
𝜙

⃒⃒
⃒
𝜏=0

= 𝑥, 𝑃 𝛽
𝜙

⃒⃒
⃒
𝜏=0

= 𝑝, 𝛽 = ±1. (1.7)

Приведём для сравнения с нашим способом
путь нахождения решения, использующийся
Скубачевским в [3], основанный на качествен-
ной теории дифференциальных уравнений.

Пусть выполняются следующие условия:
координатные функции 𝐵𝑖 (𝑥), 𝑖 = 1, 2, 3 два-
жды непрерывно дифференцируемы,

𝑝 ∈ 𝐵𝜌 =
{︀
𝑝 ∈ R3 : |𝑝| < 𝜌

}︀
,

а также 𝐵 (𝑥) = (0,0, ℎ) для 𝛿
4 ⩽ 𝑥1 ⩽ 𝛿,

ℎ = const > 0 и 16𝑐𝜌
|𝑒|𝛿 < ℎ.

Лемма. Для всех

𝜙 ∈ 𝐶
(︁
[0, 𝑇 ] , 𝐶2

(︁
R̄3
+

)︁)︁

таких, что ‖𝜙‖1,𝑇 ⩽ 𝑅1, непродолжаемое ре-
шение

(︁
𝑋𝛽

𝜙(𝑥, 𝑝, 𝜏), 𝑃
𝛽
𝜙 (𝑥, 𝑝, 𝜏)

)︁

задачи (1.5)–(1.7) имеет место следующее
свойство. Если 𝑥 ∈ R3

7𝛿/8 и 𝑝 ∈ 𝐵𝜌, то

𝑋𝛽
𝜙(𝑥𝑝𝜏) ∈ R3

5𝛿/8, 𝑃
𝛽
𝜙 (𝑥𝑝𝜏) ∈ 𝐵2𝜌 для всех

𝜏 ∈ [0, 𝑇 ).

Рассмотрим теперь систему уравнений, со-
ответствующую моменту времени 𝜏 = 𝑡 > 0:

𝑑𝑋𝛽
𝜙

𝑑𝜏
=

1

𝑚𝛽
𝑃 𝛽
𝜙 , 0 < 𝜏 < 𝑇, 𝛽 = ±1, (1.8)

𝑑𝑃 𝛽
𝜙

𝑑𝜏
= −𝛽𝑒∇𝑥𝜙

(︁
𝑋𝛽

𝜙 , 𝜏
)︁
+

+
𝛽𝑒

𝑚𝛽𝑐

[︁
𝑃 𝛽
𝜙 , 𝐵

(︁
𝑋𝛽

𝜙

)︁]︁
, (1.9)

0 < 𝜏 < 𝑇, 𝛽 = ±1,

𝑋𝛽
𝜙

⃒⃒
⃒
𝜏=𝑡

= 𝑦, 𝑃 𝛽
𝜙

⃒⃒
⃒
𝜏=𝑡

= 𝑞, 𝛽 = ±1. (1.10)

Лемма. Для любых

𝜙 ∈ 𝐶
(︁
[0, 𝑇 ] , 𝐶2

(︁
R̄3
+

)︁)︁
, ‖𝜙‖1,𝑇 ⩽ 𝑅1,

непродолжаемое решение
(︁
𝑋𝛽

𝜙(𝑦, 𝑞, 𝑡, 𝜏), 𝑃
𝛽
𝜙 (𝑦, 𝑞, 𝑡, 𝜏)

)︁
, 𝜏 ∈ (0, 𝑡]

задачи (1.8)–(1.10) имеет место следующее
свойство. Если 𝑦 ∈ R3

5𝛿/8 и 𝑞 ∈ 𝐵2𝜌 и 0 <

< 𝑡 ⩽ 𝑇 , то 𝑋𝛽
𝜙(𝑦𝑞𝑡𝜏) ∈ R3

3𝛿/8, 𝑃
𝛽
𝜙 (𝑦𝑞𝑡𝜏) ∈ 𝐵3𝜌

для всех 𝜏 ∈ [0, 𝑡).
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Лемма. Для любых

𝜙 ∈ 𝐶
(︁
[0, 𝑇 ] , 𝐶2

(︁
R̄3
+

)︁)︁
,

таких что ‖𝜙‖1,𝑇 ⩽ 𝑅1, и всех 𝜒𝑥 ∈ R3
𝛿 ∩ 𝐵,

𝑝 ∈ 𝐵𝜌 и 0 < 𝑡 ⩽ 𝑇 имеем 𝜒
⃒⃒
⃒𝑋𝛽

𝜙

⃒⃒
⃒ < 𝜒𝛽, где

𝜒𝜒𝛽 = +𝑇2𝜌
𝑚𝛽

.

Для нахождения функции 𝑓𝛽 (𝑥, 𝑝, 𝑡) вво-
дится семейство отображений 𝑆𝛽

𝜙,𝑡, непрерыв-
но дифференцируемых по 𝑥, 𝑝, 𝑡

𝜒𝑆𝛽
𝜙,𝑡 :

(︀
R3
𝛿 ∩𝐵

)︀
×𝐵𝜌 →

→
{︀
(𝑦, 𝑞) ∈ R6

⃒⃒
𝑦 = 𝑋𝛽

𝜙 (𝑥, 𝑝, 𝜏) ,

𝑞 = 𝑃 𝛽
𝜙 (𝑥, 𝑝, 𝜏)

}︀
,

𝑆𝛽
𝜙,𝑡 (𝑥, 𝑝) =

(︁
𝑋𝛽

𝜙(𝑥, 𝑝, 𝑡), 𝑃
𝛽
𝜙 (𝑥, 𝑝, 𝑡)

)︁
.

Также вводятся обратные отображения 𝑆𝛽
𝜙,𝑡,

непрерывно дифференцируемым по 𝑦, 𝑞, 𝑡

𝜒𝑆𝛽
𝜙,𝑡 :

{︀
(𝑦, 𝑞) ∈ R6

⃒⃒
𝑦 = 𝑋𝛽

𝜙 (𝑥, 𝑝, 𝜏) ,

𝑞 = 𝑃 𝛽
𝜙 (𝑥, 𝑝, 𝜏)

}︀
→
(︀
R3
𝛿 ∩𝐵

)︀
×𝐵𝜌,

𝑆𝛽
𝜙,𝑡 (𝑦, 𝑞) =

(︁
𝑋𝛽

𝜙(𝑦, 𝑞, 𝑡,0), 𝑃
𝛽
𝜙 (𝑦, 𝑞, 𝑡,0)

)︁
.

Предположим теперь, что 𝑓𝛽0 ∈ 𝐶2(R6), и
пусть 𝜒 supp 𝑓𝛽0 ⊂

(︀
R3
𝛿 ∩𝐵

)︀
×𝐵𝜌. Введём обо-

значение

𝐷𝛽
𝜙,𝑡 =

{︀
(𝑥, 𝑝) ∈ R6

⃒⃒
(𝑥, 𝑝) = 𝑆𝛽

𝜙,𝑡 (𝑦, 𝑞) ,

(𝑦, 𝑞) ∈ supp 𝑓𝛽0
}︀

и определим функцию 𝑓𝛽𝜙 (𝑥𝑝𝑡) по формуле
(1.11)

𝑓𝛽𝜙 (𝑥𝑝𝑡) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑓𝛽0

(︁
𝑆𝛽
𝜙,𝑡 (𝑥, 𝑝)

)︁

для (𝑥, 𝑝) ∈ 𝐷𝛽
𝜙,𝑡,

0 для (𝑥, 𝑝) ∈
∈
(︀
R3
+ × R3

)︀
∖𝐷𝛽

𝜙,𝑡;

(1.11)

𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] .

Используя метод характеристик и непрерыв-
ную дифференцируемость функций 𝑆𝛽

𝜙,𝑡 (𝑥, 𝑝)
по 𝑥, 𝑝, 𝑡, можно убедиться, что при наличии
заданной функции 𝜙 ∈ 𝐶

(︁
[0, 𝑇 ] , 𝐶2

(︁
R̄3
+

)︁)︁
,

‖𝜙‖1,𝑇 ⩽ 𝑅1 существует единственное реше-

ние задачи (1.2)–(1.3) в 𝐶1
(︁
R̄3
+ × R3 × [0, 𝑇 ]

)︁
.

Этим решением и является функция 𝑓𝛽𝜙 (𝑥𝑝𝑡).
Для формулировки теоремы о существо-

вании единственности решения системы (1.1)–
(1.2) Скубачевским используются также сле-
дующие обозначения и леммы:

𝐹𝜙 (𝑥, 𝑡) =

3∫︁

𝑅

∑︁

𝛽=±1

𝛽𝑓𝛽 (𝑥, 𝑝, 𝑡) 𝑑𝑝,

𝑥 ∈ R̄3
+, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] ,

𝑚𝑘 =
⃦⃦
⃦𝑓𝛽0

⃦⃦
⃦
𝑘
,

𝑀𝑠 =
{︁
𝜙 ∈ 𝐶

(︁
[0, 𝑇 ] , 𝐶𝑠

(︁
R̄3
+

)︁)︁
: ‖𝜙‖𝑠,𝑇 ⩽ 𝑅

}︁
.

Лемма. Для любого 𝜙 ∈𝑀2 справедлива
оценка ‖𝐹𝜙‖𝜎,𝑇 ⩽ 𝑐1𝑚1, где 𝑐1 > 0 не зависит
от 𝜙.

Лемма. Для любых 𝜙1, 𝜙2 ∈ 𝑀2 спра-
ведлива оценка

‖𝐹𝜙1 − 𝐹𝜙2‖𝜎,𝑇 ⩽ 𝑐2𝑚2 ‖𝜙1 − 𝜙2‖2,𝑇 ,

где 𝑐2 > 0 не зависит от 𝜙1𝜙2.

Лемма. Пусть Ω ⊂ R3 — ограничен-
ная область, такая что Ω̄ ⊂ R3

+. Для лю-
бой функции 𝐹 ∈ 𝐶𝜎

(︁
R̄3
+

)︁
, supp𝐹 ⊂ Ω̄, су-

ществует, и при том единственное решение
𝑢 ∈ 𝐶2+𝜎

(︀
R3
+

)︀
, 𝑢(𝑥) → 0 при |𝑥| → ∞ задачи

(1.12)–(1.13) и для него ‖𝑢‖2+𝜎 ⩽ 𝑐5 ‖𝐹‖𝜎, где
𝑐5 > 0 не зависит от 𝐹

−Δ𝑢 (𝑥) = 𝐹 (𝑥) , (1.12)

𝑢(𝑥)|𝑥1=0 = 0. (1.13)

Таким образом в [3] помощью теории диф-
ференциальных уравнений доказывается сле-
дующая теорема.

Теорема 1.1. Для любого 𝑇 > 0 и всех
𝑓𝛽0 ∈ 𝐶2

(︀
R6
)︀
, удовлетворяющих неравенству

⃦⃦
⃦𝑓𝛽0

⃦⃦
⃦
2
< min

{︂
𝑅

4𝜋 |𝑒| 𝑐5𝑐1
,

1

4𝜋 |𝑒| 𝑐5𝑐2

}︂
,

𝛽 = ±1,

существует единственное классическое ре-
шение 𝜙, 𝑓𝛽 задачи (1.1)–(1.4), с 𝜒Ω =
= 𝐵−1 ∩ R3

5𝛿/8, при этом 𝜒 supp 𝑓𝛽(·, ·, 𝑡) ⊂
⊂ R3

5𝛿/8 ∩𝐵𝛽 ×𝐵2𝜌 для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].
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2. Приведение системы
Власова–Пуассона к неоднородному

виду. Решение методом
последовательных приближений

В первой части кратко показан для срав-
нения имеющийся способ доказательства тео-
ремы 1.1. Представим теперь предлагаемый
авторами путь нахождения решения.

В начале приведём систему (1.1)–(1.2) к
неоднородному виду. Для этого введём функ-
цию 𝑓*𝛽 (𝑥, 𝑝, 𝑡), равную 𝑓𝛽 (𝑥, 𝑝, 𝑡) + 𝑡. Тогда
частная производная по времени равна

𝜕𝑓𝛽

𝜕𝑡
=
𝜕𝑓*𝛽

𝜕𝑡
− 1.

Обращая оператор Лапласа в уравнении (1.1)
при такой замене функции, уравнение (1.2)
примет вид (2.1)

𝑑𝑃 𝛽
𝑓

𝑑𝜏
=

= 𝛽𝑒2
∫︁

R3

𝑋𝛽
𝑓 − 𝑦

⃒⃒
⃒𝑋𝛽

𝑓 − 𝑦
⃒⃒
⃒
3

∫︁

R3

∑︁

𝛽=±1

𝛽𝑓𝛽 (𝑦, 𝑝, 𝑡) 𝑑𝑝𝑑𝑦+

+
𝛽𝑒

𝑚𝛽𝑐

[︁
𝑃 𝛽
𝑓 , 𝐵

(︁
𝑋𝛽

𝑓

)︁]︁
. (2.1)

Используя (1.5)–(1.7), получим систему урав-
нений характеристик

𝑑𝑋𝛽
𝑓*

𝑑𝜏
=

1

𝑚𝛽
𝑃 𝛽
𝑓* ,

𝑑𝑃 𝛽
𝑓*

𝑑𝜏
= 𝛽𝑒2

∫︁

R3

𝑋𝛽
𝑓* − 𝑦

⃒⃒
⃒𝑋𝛽

𝑓* − 𝑦
⃒⃒
⃒
3×

×
∫︁

R3

∑︁

𝛽=±1

𝛽
(︁
𝑓*𝛽 (𝑦, 𝑝, 𝑡)− 𝜏

)︁
𝑑𝑝𝑑𝑦+

+
𝛽𝑒

𝑚𝛽𝑐

[︁
𝑃 𝛽
𝑓* , 𝐵

(︁
𝑋𝛽

𝑓*

)︁]︁
,

𝑑𝑓*𝛽

𝑑𝜏
= 1,

𝑓*𝛽 (𝜏) = 𝑓*𝛽
(︁
𝑋𝛽

𝑓* (𝜏) , 𝑃
𝛽
𝑓* (𝜏) , 𝜏

)︁
, (2.2)

0 < 𝜏 < 𝑇, 𝛽 = ±1,

𝑋𝛽
𝑓*

⃒⃒
⃒
𝜏=0

= 𝑥, 𝑃 𝛽
𝑓*

⃒⃒
⃒
𝜏=0

= 𝑝,

𝑓*𝛽
⃒⃒
⃒
𝜏=0

= 𝑓𝛽0 (𝑥, 𝑝) .

Функции 𝑋𝛽
𝑓* = 𝑋𝛽

𝑓* (𝜏), 𝑃 𝛽
𝑓* = 𝑃 𝛽

𝑓* (𝜏),
𝑓*𝛽 = 𝑓*𝛽 (𝜏) определяют семимерные кри-
вые, проходящие при 𝜏 = 0 через точки
семимерной поверхности

{︀
(𝑥, 𝑝, 𝑦)|𝑥 ∈ R3

+,

𝑝 ∈ R3, 𝑦 = 𝑓𝛽0 (𝑥, 𝑝)
}︀
. Задача состоит в

том, чтобы составить из них поверхность
𝑓*𝛽 = 𝑓*𝛽 (𝑥, 𝑝, 𝑡). Из (2.2) следует

𝑓*𝛽 (𝑥(𝑡), 𝑝(𝑡), 𝑡) = 𝑓𝛽0 (𝑥(𝑡), 𝑝(𝑡)) + 𝑡.

2.1. О сходимости последовательности
𝑓𝛽𝑛 (𝑥, 𝑝, 𝑡).

Пусть 𝑓*𝛽𝑛 (𝑥, 𝑝, 𝑡) — зaдaннaя функция.
Построим итерации для определения 𝑓*𝛽𝑛+1

𝑑𝑋𝛽
𝑓*
𝑛

𝑑𝜏
=

1

𝑚𝛽
𝑃 𝛽
𝑓*
𝑛
, (2.3)

𝑑𝑃 𝛽
𝑓*
𝑛

𝑑𝜏
= 𝛽𝑒2

∫︁

R3

𝑋𝛽
𝑓*
𝑛
− 𝑦

⃒⃒
⃒𝑋𝛽

𝑓*
𝑛
− 𝑦
⃒⃒
⃒
3×

×
∫︁

R3

∑︁

𝛽=±1

𝛽
(︁
𝑓*𝛽𝑛 (𝑦, 𝑝, 𝑡)− 𝜏

)︁
𝑑𝑝𝑑𝑦+

+
𝛽𝑒

𝑚𝛽𝑐

[︁
𝑃 𝛽
𝑓*
𝑛
, 𝐵
(︁
𝑋𝛽

𝑓*
𝑛

)︁]︁
, (2.4)

𝑋𝛽
𝑓*
𝑛

⃒⃒
⃒
𝜏=𝑡

= 𝑦, 𝑃 𝛽
𝑓*
𝑛

⃒⃒
⃒
𝜏=𝑡

= 𝑞. (2.5)

Обозначим через

{︁
𝑋𝛽

𝑓*
𝑛
(𝑦, 𝑞, 𝑡, 𝜏) , 𝑃 𝛽

𝑓*
𝑛
(𝑦, 𝑞, 𝑡, 𝜏)

}︁

решение системы уравнений (2.3)–(2.4). Тогда
𝑓*𝛽𝑛+1 (𝑦, 𝑞, 𝑡) определяется в виде (2.6)

𝑓*𝛽𝑛+1 (𝑦, 𝑞, 𝑡) :=

:= 𝑓𝛽0

(︁
𝑋𝛽

𝑓*
𝑛
(𝑦, 𝑞, 𝑡,0) , 𝑃 𝛽

𝑓*
𝑛
(𝑦, 𝑞, 𝑡,0)

)︁
+ 𝑡.

(2.6)
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Рассмотрим разность 𝑓*𝛽𝑛+2 (𝑦, 𝑞, 𝑡)−𝑓*𝛽𝑛+1(𝑦𝑞𝑡),

𝑓*𝛽𝑛+2 (𝑦, 𝑞, 𝑡)− 𝑓*𝛽𝑛+1 (𝑦, 𝑞, 𝑡) =

=
{︁
𝑓𝛽0

(︁
𝑋𝛽

𝑓*
𝑛+1

(𝑦, 𝑞, 𝑡,0) , 𝑃 𝛽
𝑓*
𝑛+1

(𝑦, 𝑞, 𝑡,0)
)︁
+ 𝑡
}︁
−

−
{︁
𝑓𝛽0

(︁
𝑋𝛽

𝑓*
𝑛
(𝑦, 𝑞, 𝑡,0) , 𝑃 𝛽

𝑓*
𝑛
(𝑦, 𝑞, 𝑡,0)

)︁
+ 𝑡
}︁
⩽

⩽ 𝜕𝑓𝛽0 (𝑥, 𝑝)

𝜕𝑝

{︁
𝑃 𝛽
𝑓*
𝑛+1

(𝑦, 𝑞, 𝑡,0)− 𝑃 𝛽
𝑓*
𝑛
(𝑦, 𝑞, 𝑡,0)

}︁
+

+
𝜕𝑓𝛽0 (𝑥, 𝑝)

𝜕𝑥

{︁
𝑋𝛽

𝑓*
𝑛+1

(𝑦, 𝑞, 𝑡,0)−𝑋𝛽
𝑓*
𝑛
(𝑦, 𝑞, 𝑡,0)

}︁
.

Подставим (2.6) в систему (2.3)–(2.4) с на-
чальными условиями (2.5) и найдём разность
полученных уравнений с уравнениями (2.3)
и (2.4) соответственно. Затем проинтегриру-
ем полученные равенства по 𝜏 от 𝑠 до 𝑡,
получив тем самым

𝑋𝛽
𝑓*
𝑛+1

(𝑠)−𝑋𝛽
𝑓*
𝑛
(𝑠) =

=
1

𝑚𝛽

𝑡∫︁

𝑠

(︁
𝑃 𝛽
𝑓*
𝑛+1

(𝜏)− 𝑃 𝛽
𝑓*
𝑛
(𝜏)
)︁
𝑑𝜏, (2.7)

𝑃 𝛽
𝑓*
𝑛+1

(𝑠)− 𝑃 𝛽
𝑓*
𝑛
(𝑠) =

= 𝛽𝑒2
𝑡∫︁

𝑠

{︃ ∫︁

R3
+

𝑋𝛽
𝑓*
𝑛+1

− 𝑦
⃒⃒
⃒𝑋𝛽

𝑓*
𝑛+1

− 𝑦
⃒⃒
⃒
3×

×
∫︁

R3

∑︁

𝛽=±1

𝛽
(︁
𝑓*𝛽𝑛+1 (𝑦, 𝑝, 𝑡)− 𝜏

)︁
𝑑𝑝𝑑𝑦−

−
∫︁

R3
+

𝑋𝛽
𝑓*
𝑛
− 𝑦

⃒⃒
⃒𝑋𝛽

𝑓*
𝑛
− 𝑦
⃒⃒
⃒
3×

×
∫︁

R3

∑︁

𝛽=±1

𝛽
(︁
𝑓*𝛽𝑛 (𝑦, 𝑝, 𝑡)− 𝜏

)︁
𝑑𝑝𝑑𝑦

}︃
𝑑𝜏+

+
𝛽𝑒

𝑚𝛽𝑐

{︃ 𝑡∫︁

𝑠

[︁
𝑃 𝛽
𝑓*
𝑛+1

, 𝐵
(︁
𝑋𝛽

𝑓*
𝑛+1

)︁]︁
−

−
[︁
𝑃 𝛽
𝑓*
𝑛
, 𝐵
(︁
𝑋𝛽

𝑓*
𝑛

)︁]︁}︃
𝑑𝜏. (2.8)

Оценим нормы разностей (2.7) и (2.8),
пользуясь равномерной ограниченностью⃦⃦
⃦𝐵
(︁
𝑋𝛽

𝑓*
𝑛+1

)︁⃦⃦
⃦,
⃦⃦
⃦𝑃 𝛽

𝑓*
𝑛

⃦⃦
⃦ и липшицевостью 𝐵 c

показателем 𝛼 = 1,

⃦⃦
⃦𝑋𝛽

𝑓*
𝑛+1

(𝑠)−𝑋𝛽
𝑓*
𝑛
(𝑠)
⃦⃦
⃦ ⩽

⩽ 1

𝑚𝛽

𝑡∫︁

𝑠

⃦⃦
⃦𝑃 𝛽

𝑓*
𝑛+1

(𝜏)− 𝑃 𝛽
𝑓*
𝑛
(𝜏)
⃦⃦
⃦ 𝑑𝜏, (2.9)

⃦⃦
⃦𝑃 𝛽

𝑓*
𝑛+1

(𝑠)− 𝑃 𝛽
𝑓*
𝑛
(𝑠)
⃦⃦
⃦ ⩽

⩽ 𝑐*
(︃ 𝑡∫︁

𝑠

⃒⃒
⃒𝑓*𝛽𝑛+1 (𝑦, 𝑝, 𝜏)− 𝑓*𝛽𝑛 (𝑦, 𝑝, 𝜏)

⃒⃒
⃒ 𝑑𝜏+

+

𝑡∫︁

𝑠

⃦⃦
⃦𝑋𝛽

𝑓*
𝑛+1

−𝑋𝛽
𝑓*
𝑛

⃦⃦
⃦ 𝑑𝜏

)︃
. (2.10)

Используя (2.9), (2.10) и лемму Гронуолла–
Беллмана, оценим модуль разности
𝑓*𝛽𝑛+2 (𝑥, 𝑝, 𝑡) − 𝑓*𝛽𝑛+1 (𝑥, 𝑝, 𝑡). При достаточно
малых 𝑡 можно получить

⃒⃒
⃒𝑓*𝛽𝑛+2 (𝑥, 𝑝, 𝑡)− 𝑓*𝛽𝑛+1 (𝑥, 𝑝, 𝑡)

⃒⃒
⃒ ⩽

⩽ 𝑐
⃒⃒
⃒𝑓*𝛽𝑛+1 (𝑥, 𝑝, 𝑡)− 𝑓*𝛽𝑛 (𝑥, 𝑝, 𝑡)

⃒⃒
⃒ .

Если 𝑐 < 1 (чего можно добиться
зaсчёт малости 𝑡), тогда числовой ряд
𝑆𝑁 , составленный их модулей разностей⃒⃒
⃒𝑓*𝛽𝑛+1 (𝑥, 𝑝, 𝑡)− 𝑓*𝛽𝑛 (𝑥, 𝑝, 𝑡)

⃒⃒
⃒, является сходя-

щимся

𝑆𝑁 ⩽
𝑁∑︁

𝑛=0

𝑐𝑛
⃒⃒
⃒𝑓*𝛽1 (𝑥, 𝑝, 𝑡)− 𝑓*𝛽0 (𝑥, 𝑝, 𝑡)

⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒
⃒𝑓*𝛽1 (𝑥, 𝑝, 𝑡)− 𝑓*𝛽0 (𝑥, 𝑝, 𝑡)

⃒⃒
⃒

1− 𝑐
.

Рассмотрим последовательность функций{︁
𝑓*𝛽𝑛 (𝑦, 𝑝, 𝑡)

}︁
, 𝑛 ∈ N,

⃒⃒
⃒𝑓*𝛽𝑛+𝑝 (𝑥, 𝑝, 𝑡)− 𝑓*𝛽𝑛 (𝑥, 𝑝, 𝑡)

⃒⃒
⃒ ⩽

⩽
𝑛+𝑝∑︁

𝑘=𝑛

𝑐𝑘
⃒⃒
⃒𝑓*𝛽1 (𝑥, 𝑝, 𝑡)− 𝑓*𝛽0 (𝑥, 𝑝, 𝑡)

⃒⃒
⃒ = 0.

Значит, функциональная последовательность
является фундаментальной. Следовательно,
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𝑓*𝛽𝑛 (𝑦, 𝑝, 𝑡), при 𝑛 → ∞ сходятся к некото-
рой предельной функции 𝑓*𝛽 (𝑥, 𝑝, 𝑡). Пре-
дельная функция 𝑓*𝛽 (𝑦, 𝑝, 𝑡) удовлетворяет
уравнению (2.1), так как имеет непрерывные
ограниченные производные. Значит, функ-
ция 𝑓𝛽 (𝑥, 𝑝, 𝑡) = 𝑓*𝛽 (𝑦, 𝑝, 𝑡)− 𝑡 удовлетворяет
уравнению Власова.

2.2. О сходимости последовательности
𝜙𝑛 (𝑥, 𝑡).

Обозначим

𝜙𝑛 (𝑥, 𝑡) = 𝑒

3∫︁

𝑅

1

|𝑥− 𝑦|×

×
3∫︁

𝑅

∑︁

𝛽=±1

𝛽
(︁
𝑓*𝛽𝑛 (𝑦, 𝑝, 𝑡)− 𝑡

)︁
𝑑𝑝𝑑𝑦.

Последовательность функций {𝜙𝑛 (𝑥, 𝑡)} яв-
ляется фундаментальной

|𝜙𝑛+𝑝 (𝑥, 𝑡)− 𝜙𝑛 (𝑥, 𝑡)| ⩽

⩽ |𝑒|
∫︁

R3

1

|𝑥− 𝑦|

∫︁

R3

∑︁

𝛽=±1

𝑛+𝑝∑︁

𝑘=𝑛

𝑐𝑘×

×
⃒⃒
⃒𝑓*𝛽1 (𝑦, 𝑝, 𝑡)− 𝑓*𝛽0 (𝑦, 𝑝, 𝑡)

⃒⃒
⃒ 𝑑𝑝𝑑𝑦 = 0.

Значит, эта последовательность также явля-
ется сходящейся. Предельная функция 𝜙 (𝑥, 𝑡)
соответствует предельной функции 𝑓𝛽 (𝑥, 𝑝, 𝑡)
⃒⃒
⃒⃒
⃒𝑒
∫︁

R3

1

|𝑥− 𝑦|

∫︁

R3

∑︁

𝛽=±1

𝛽
(︁
𝑓*𝛽𝑛 (𝑦, 𝑝, 𝑡)− 𝑡

)︁
𝑑𝑝𝑑𝑦−

−𝑒
∫︁

R3

1

|𝑥− 𝑦|

∫︁

R3

∑︁

𝛽=±1

𝛽
(︁
𝑓*𝛽 (𝑦, 𝑝, 𝑡)− 𝑡

)︁
𝑑𝑝𝑑𝑦

⃒⃒
⃒⃒
⃒ ⩽

⩽ |𝑒|
∫︁

R3

1

|𝑥− 𝑦|×

×
∫︁

R3

∑︁

𝛽=±1

⃒⃒
⃒𝑓*𝛽𝑛 (𝑦, 𝑝, 𝑡)− 𝑓*𝛽 (𝑦, 𝑝, 𝑡)

⃒⃒
⃒ 𝑑𝑝𝑑𝑦 = 0.

Таким образом, предельная функция прини-
мает вид (2.11)

𝜙 (𝑥, 𝑡) = 𝑒

∫︁

R3

1

|𝑥− 𝑦|×

×
∫︁

R3

∑︁

𝛽=±1

𝛽𝑓𝛽 (𝑦, 𝑝, 𝑡) 𝑑𝑝𝑑𝑦. (2.11)

Для того, чтобы функция 𝜙 (𝑥, 𝑡) была реше-
нием системы уравнений Власова–Пуассона,
необходима ее дифференцируемость по про-
странственным переменным дважды, что вер-
но и проверяется прямым дифференцировани-
ем и оценкой полученных выражений. Здесь
используется тот факт, что интеграл

∫︁

R3

∑︁

𝛽=±1

𝛽𝑓𝛽 (𝑦, 𝑝, 𝑡) 𝑑𝑝

ограничен и непрерывен по 𝑦 по Гёльдеру.
Итак, полученная методом последователь-

ных приближений функция 𝜙 (𝑥, 𝑡), заданная
формулой (2.11), является решением уравне-
ния Пуассона [7].

Заключение

В работе выведен и обоснован альтерна-
тивный метод нахождения решения задачи,
исследующейся в статье [3]. Для сравнения
приведены два способа доказательства тео-
ремы 1.1. В первой части работы кратко
описывается путь, использующийся самим
А.Л. Скубачевским, основанный на качествен-
ной теории дифференциальных уравнений: по
заданной функции 𝜙1 (𝑥, 𝑡) находят 𝑓𝛽1 (𝑥, 𝑝, 𝑡)
по формуле (1.11), затем ищут неизвестную
функцию 𝜙2 (𝑥, 𝑡), такую, что

−Δ𝜙2 (𝑥, 𝑡) = 4𝜋𝑒

∫︁

R3

∑︁

𝛽=±1

𝛽𝑓𝛽1 (𝑥, 𝑝, 𝑡) 𝑑𝑝

и так далее. Во второй части приводит-
ся построенный авторами способ: вторая
часть системы Власова–Пуассона приводит-
ся к неоднородному виду заменой неизвест-
ной функции распределения, а затем мето-
дом последовательных приближений находит-
ся функция, являющаяся пределом последо-
вательности 𝑓𝛽𝑛 (𝑥, 𝑝, 𝑡) и решением интегро-
дифференциального уравнения, и уже по
ней строится 𝜙 (𝑥, 𝑡), являющаяся пределом
𝜙𝑛 (𝑥, 𝑡) и определяющая решение системы
уравнений Власова–Пуассона.

Авторы выражают благодарность Е.А.
Щербакову за предложенную тему и всесто-
роннюю помощь в ходе исследования.
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