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ВАРИАЦИОННЫЕ ПРОЦЕДУРЫ ИДЕНТИФИКАЦИИ ВХОДНЫХ
ПАРАМЕТРОВ МОДЕЛИ ПЕРЕНОСА ПАССИВНОЙ ПРИМЕСИ

Кочергин В. С., Кочергин С. В.

В работе представлена методика вариационной идентификации входных параметров для
модели переноса пассивной примеси в результате ассимиляции данных измерений. Усвое-
ние производится за счет минимизации квадратичного функционала качества прогноза, а
решение сопряженной задачи используется для построения градиентов функционала в про-
странстве параметров. Представлены формулы для вычисления таких градиентов в случае
идентификации начальных полей концентрации, коэффициентов турбулентной диффузии и
мощности источников загрязнения.
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Abstract. The paper presents a method for input parameters variational identification of passive
impurity transfer model as a result of assimilation of measurement data. The assimilation is carried
out by minimizing the quadratic functional of the forecast quality, and the solution of the adjoint
problem is used to construct gradients of the functional in the parameter space. Formulas for
calculating such gradients in the case of identification of the initial concentration fields, turbulent
diffusion coefficients and the power of pollution sources are presented. When solving environmental
problems based on the use of numerical dynamic models and models describing the processes of
propagation of certain pollutants, the task naturally arises of improving the predicted model fields
by identifying the input parameters of the models. One of the ways of such identification is the
variational assimilation method based on minimizing the forecast residuals and solving conjugate
problems of a special type. The development of such algorithms is an important and urgent
task due to the increasing anthropogenic load and the need to create environmental monitoring
systems.

Keywords: functional minimization, conjugate problem, data assimilation, impurity transfer
model.

При решении задач экологической направ-
ленности на основе применения численных
динамических моделей и моделей, описываю-
щих процессы распространения тех или иных
загрязняющих веществ [1, 2], естественным
образом встает задача улучшения прогнози-
руемых модельных полей за счет идентифи-
кации входных параметров моделей. Одним
из способов такой идентификации является
вариационный метод [3–6], основанный на ми-

нимизации невязок прогноза и решении со-
пряженных задач специального вида. Разра-
ботка таких алгоритмов является важной и
актуальной задачей в связи с возрастающей
антропогенной нагрузкой и необходимостью
создания систем мониторинга состояния окру-
жающей среды. В работах [7, 8] рассмотрен
вариационный алгоритм идентификации пе-
ременной по времени мощности источника, ос-
нованный на данном подходе. В работах [9,10]
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метод сопряженных уравнений применен для
идентификации начальных полей взвешенно-
го вещества. В случае, когда параметр модели
подлежащий определению константа, возмож-
но упрощение процедуры на основе метода
линеаризации [11].

1. Модель переноса

Рассмотрим модель переноса пассивной
примеси
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(1.1)

с условиями на боковых границах

Γ :
𝜕𝐶

𝜕n
= 0, (1.2)

краевыми условиями на поверхности и на дне

𝑧 = 0 :
𝜕𝐶

𝜕𝑧
= 𝑄(𝑡),

𝑄(𝑡) = 𝑄𝑆(𝑡)𝛿 (𝑥− 𝑥0) 𝛿 (𝑦 − 𝑦0) ;

𝑧 = 𝐻 :
𝜕𝐶

𝜕𝑧
= 𝑄𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧) (1.3)

и начальными данными

𝐶 (𝑥, 𝑦, 𝑧,0) = 𝐶0 (𝑥, 𝑦, 𝑧) , (1.4)

где 𝑡 — время; 𝑥0, 𝑦0 — координаты точеч-
ного источника; 𝐶 — концентрация примеси;
𝑄(𝑡) — точечный источник переменной по вре-
мени мощности; 𝑄𝐵 — мощность источника
на дне; 𝑈 , 𝑉 , 𝑊 — компоненты поля скоро-
сти; 𝐴𝐻 и 𝐾 — коэффициенты горизонталь-
ной и вертикальной турбулентной диффузии
соответственно; 𝐻 — глубина, n — нормаль к
боковой границе. Без ограничения общности
считаем, что точечный источник расположен
на поверхности моря. Аналогично решается
задача при задании источника на дне и на
боковой границе, но для этого необходимы
соответствующие изменения в краевых усло-
виях (1.2), (1.3).

2. Вариационный алгоритм
идентификации

Пусть имеются данные измерений на ко-
нечный момент времени, тогда задача усвое-
ния данных измерений 𝐶изм состоит в мини-
мизации квадратичного функционала

𝐼0 =
1

2
[𝑃 (𝑅𝐶 − 𝐶изм) , 𝑃 (𝑅𝐶 − 𝐶изм)]𝑀 ,

(2.1)

где 𝑀 — область интегрирования модели на
интервале времени [0, 𝑇 ], 𝑃 — оператор вос-
полнения нулями поля невязок прогноза при
отсутствии данных измерений, 𝑅 — опера-
тор проектирования в точки наблюдений, а
скалярное произведение определяется стан-
дартным способом. Минимизация (2.1) с огра-
ничениями модели (1.1)–(1.3) эквивалентна
поиску экстремума следующего функционала
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где 𝑀𝑡 = 𝑀 × [0, 𝑇 ], 𝑆0
𝑡 = 𝑆0 × [0, 𝑇 ], 𝑆𝐻

𝑡 =
= 𝑆𝐻 × [0, 𝑇 ], 𝑆𝐻 — дно, а 𝑆0 — поверхность
моря.

Записывая вариацию функционала (2.2) и
интегрируя по частям с учетом краевых усло-
вий и уравнения неразрывности, получим
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(2.3)

где 𝐶* — множители Лагранжа, которые вы-
бираются из решения следующей сопряжен-
ной задачи:
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𝑡 = 𝑇 : 𝐶* = −𝑃 (𝑅𝐶 − 𝐶изм) . (2.6)
Из стационарности функционала и определе-
ния его градиента имеем

∇𝑄𝑆(𝑡)𝐼 = 𝐶* (𝑥0, 𝑦0,0, 𝑡) ,

∇𝐶0𝐼 = 𝐶* (𝑥, 𝑦, 𝑧,0) .
(2.7)

В случае переменной по пространству 𝑄𝐵

имеем

∇𝑄𝐵
𝐼 =

𝑇∫︁

0

𝐶* (𝑥, 𝑦,𝐻, 𝑡) 𝑑𝑡, (2.8)

а при 𝑄𝐵 = const получаем

∇𝑄𝐵
𝐼 =

𝑇∫︁

0
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Аналогичным образом при варьировании 𝐴𝐻

и 𝐾 можно получить:
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∇𝐾𝐼 =
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0
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𝑀
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𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑡. (2.11)

Формулы (2.10), (2.11) выписаны для случая
постоянных 𝐴𝐻и 𝐾.

В дальнейшем значение мощности, напри-
мер, переменного по времени точечного ис-
точника ищется итерационно по формуле

𝑄𝑛+1
𝑆 (𝑡) = 𝑄𝑛

𝑆(𝑡) + 𝜏∇𝑄𝑆(𝑡)𝐼, (2.12)

где 𝜏 — итерационный параметр, который мо-
жет выбираться одним из известных способов,
например,

𝜏 =
(𝑃 (𝑅𝐶 − 𝐶изм) , 𝑃𝑅𝛿𝐶)𝑀

(𝑃𝑅𝛿𝐶, 𝑃𝑅𝛿𝐶)𝑀
, (2.13)

где 𝛿𝐶 — решение соответствующей задачи в
вариациях
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и начальными данными

𝛿𝐶 (𝑥, 𝑦, 𝑧,0) = 0. (2.17)

В целом процедура идентификации состоит
в следующем:

– интегрируется прямая задача (1.1)–(1.4)
с некоторым начальным значением 𝑄(𝑡);

– определяются невязки прогноза и стро-
ится функционал (2.1);

– решается сопряженная задача (2.4)–
(2.6);

– находится градиент (2.7) функционала
(2.2);

– решается задача в вариациях (2.14)–
(2.17);

– вычисляется итерационный параметр по
формуле (2.13);

– итерационно по формуле (2.12) находит-
ся мощность источника 𝑄(𝑡).

Аналогичные процедуры позволяют иден-
тифицировать и другие входные параметры
численного моделирования. Если сопряжен-
ная задача имеет вид (2.4)–(2.6), то задача в
вариациях зависит от рассматриваемого па-
раметра, подлежащего идентификации.

Отметим некоторые важные особенности
рассматриваемого алгоритма. Квадратичный
функционал (2.1), подлежащий минимиза-
ции, выпуклый. Ограничения, накладывае-
мые моделью (1.1)–(1.4), линейны и не меня-
ют выпуклости функционала качества про-
гноза. Следовательно, минимум функционала
(2.2) единственен и появляется возможность
отыскания минимума функционала с опреде-
ленной точностью, зависящей от сходимости
итерационного процесса.

В работе описана методика вариационной
идентификации входных параметров для мо-
дели переноса пассивной примеси при усвое-
нии данных измерений. При реализации ал-
горитма усвоение производится за счет ми-
нимизации квадратичного функционала ка-
чества прогноза, а решение сопряженной за-
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дачи используется для построения градиен-
тов функционала в пространстве парамет-
ров. Представлены формулы для вычисления
таких градиентов в случае идентификации
начальных полей концентрации, коэффици-
ентов турбулентной диффузии и мощности
источников загрязнения. Показано, что рас-
сматриваемый функционал имеет единствен-
ный минимум, что позволяет решать постав-
ленную задачу.
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