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НЕКОТОРЫЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ СУБДУКЦИОННЫХ
ПРОЦЕССОВ

Бабешко О. М., Евдокимова О. В., Плужник А. В., Горшкова Е. М., Коваленко М. М.,
Бушуева О. А., Уафа Г.Н.

Рассматривается проблема о возникновении стартовых землетрясений в зонах субдукции.
Субдукция — явление движения океанической литосферной плиты под континентальную.
В условиях субдукции литосферные плиты испытывают определенные физические изме-
нения. Например, океаническая литосферная плита на определенной глубине оплавляется
снизу и может скользит. В работе рассмотрено возникновение стартовых землетрясений в
предположении, что литосферные плиты имеют разные контактные условия, находясь на
жестком основании в зоне субдукции. Оплавленная литосферная плита не имеет касательных
контактных напряжений, а океаническая — жестко соединена с основанием. Известно, что
не все землетрясения, случающиеся в океане, вызывают волны цунами. Например, имели
место случаи, когда очень сильное землетрясение в океане не порождало волны цунами. В
то же время, достаточно слабое может вызвать цунами. В процессе субдукции проиходят
изменения реологических свойств самих литосферных плит или отколовшихся фрагментов
плит в зоне Беньофа. Методом блочного элемента исследуется возникновение стартового
землетрясения и особенности его последствий. В настоящее время разработаны новые методы
моделирования поведения решений граничных задач для сред сложных реологий, которые
применимы и в настоящих задачах. Примеры применения этих возможностей обсуждаются
в работе.
Ключевые слова: субдукция, цунами, литосферные плиты, метод блочного элемента, старто-
вое землетрясение, новые методы моделирования.
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Abstract. The problem of the occurrence of initial earthquakes in subduction zones is considered.
Subduction is the phenomenon of the movement of the oceanic lithospheric plate under the
continental one. Under the conditions of subduction, the lithospheric plates experience certain
physical changes. For example, an oceanic lithospheric plate at a certain depth melts from below
and can slide. The paper considers the occurrence of initial earthquakes under the assumption that
the lithospheric plates have different contact conditions, being on a rigid base in the subduction
zone. The melted lithospheric plate has no tangential contact stresses, and the other, oceanic,
is rigidly connected to the base. It is known that not all earthquakes that occur in the ocean
cause tsunami waves. For example, there were cases when a very strong earthquake in the ocean
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did not generate tsunami waves. At the same time, a sufficiently weak one can cause a tsunami.
In the process of subduction, there are changes in the rheological properties of the lithospheric
plates themselves, or the broken fragments of plates in the Benioff zone. The block element
method is used to investigate the occurrence of the initial earthquake and the peculiarity of its
consequences. Currently, new modeling methods have been developed. Behaviors of solutions of
boundary value problems for environments of complex rheologies, which are also applicable in real
problems. Examples of the use of these features are discussed in the work.

Keywords: subduction, tsunami, lithospheric plates, block element method, initial earthquake,
new modeling methods.

Введение

Проблемы субдукционных процессов изу-
чаются в тесной связи с цунами, происходя-
щими в прибрежной зоне Беньофа, но имею-
щими свою специфику. Если цунами — длин-
ные волны, сформировавшиеся вдали от бере-
говой линии суши, то прибрежные цунами —
это продут субдукции.

В большинстве случаев они формируют-
ся как результат подводных оползней, так-
же являющихся подвижками литосферных
плит, вызывающих стартовые землетрясения.
Именно эти типы цунами можно относить к
результатам субдукции [1–21]. В работе раз-
виваются методы стартовых землетрясений
для разнотипных литосферных плит и при
разных условиях контакта с основаниями, а
также обсуждаются вопросы моделирования
изменения их реологических свойств, обобща-
ющих ранее полученные методом блочного
элемента результаты. Однако в процессе ре-
шения этих задач возник вопрос о возможно-
сти уточнения свойств литосферных плит на
предмет учета их реологических свойств. Для
решения этой и других проблем авторами раз-
работаны новые методы решения сложных
граничных задач в неклассических областях,
описываемых системами бифференциальных
уравнений в частных производных. Это дости-
гается привлечением известных результатов о
разложении решений систем дифференциаль-
ных уравнений преобразованием Галеркина
или методом потенциалов по решениям более
простых отдельных уравнений.

Авторам удалось использовать эти раз-
ложения для решения граничных задач в
неклассических областях [22–26]. Разработа-
ны два резных подхода, более или менее эф-
фективных в зависимости от рассматривае-
мых граничных задач. Один из них обсужда-
ется в работе.

1. Постановка задачи

Считаем, что литосферные плиты в ста-
тических условиях лежат на деформируемом
основании и представляют собой полубеско-
нечные пластины Кирхгофа в форме полу-
плоскостей, границы которых параллельны
и находятся на дистанции 2𝜃, 𝜃 ⩾ 0, друг от
друга, причем каждая обладает индивидуаль-
ными механическими свойствами. Аналогич-
но рассматривается и случай гармонических
воздействий от приливных явлений. Примем
оси координат 𝑥1ox 2 лежащими в плоскости
пластин, а ось 𝑥3 — направленной по внеш-
ней нормали к основанию. Рассмотрим слу-
чай статических воздействий на поверхность
пластин, из которых левая, имеющая индекс
𝑏 = 𝜆, контактирует с основанием без тре-
ния, а правая, имеющая индекс 𝑏 = 𝑟, жестко
соединена с основанием.

Введем обозначения

R𝑏 (𝜕𝑥1, 𝜕𝑥2)u𝑏 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
𝜓11 𝜓12 0
𝜓21 𝜓22 0
0 0 𝜓33

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦ ,

𝜓11 =

(︂
𝜕2

𝜕𝑥21
+ 𝜀1𝑏

𝜕2

𝜕𝑥22

)︂
𝑢1𝑏,

𝜓22 =

(︂
𝜕2

𝜕𝑥22
+ 𝜀1𝑏

𝜕2

𝜕𝑥21

)︂
𝑢2𝑏,

𝜓33 =

(︂
𝜕4

𝜕𝑥41
+ 2

𝜕2

𝜕𝑥21

𝜕2

𝜕𝑥22
+

𝜕4

𝜕𝑥42

)︂
𝑢3𝑏,

𝜓12 =

(︂
𝜀2𝑏

𝜕2

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

)︂
𝑢2𝑏,

𝜓21 =

(︂
𝜀2𝑏

𝜕2

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

)︂
𝑢1𝑏.

Тогда уравнения граничных задач для пла-
стин представимы в виде

R𝑏 (𝜕𝑥1, 𝜕𝑥2)u𝑏 − s𝑏(𝑥1, 𝑥2) = 0, 𝑏 = 𝜆, 𝑟.
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Некоторые математические вопросы субдукционных процессов

Здесь каждая пластина рассматривается
как многообразие с краем, где u𝑏 =
= {𝑢1𝑏, 𝑢2𝑏, 𝑢3𝑏} — вектор перемещения то-
чек пластин по горизонтальным 𝑢1𝑏, 𝑢2𝑏 и
вертикальным 𝑢3𝑏 направлениям срединной
плоскости.

Преобразование Фурье дифференциаль-
ной части системы уравнений имеет вид

R𝑏(−𝑖𝛼1,−𝑖𝛼2)U𝑏 = −

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
𝜉11 𝜉12 0
𝜉21 𝜉22 0
0 0 𝜉33

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦ ,

𝜉11 = (𝛼2
1 + 𝜀1𝑏𝛼

2
2)𝑈1𝑏,

𝜉22 = (𝛼2
2 + 𝜀1𝑏𝛼

2
1)𝑈2𝑏,

𝜉33 = −(𝛼2
1 + 𝛼2

2)
2𝑈3𝑏,

𝜉12 = 𝜀2𝑏𝛼1𝛼2𝑈2𝑏, 𝜉21 = 𝜀2𝑏𝛼1𝛼2𝑈1𝑏,

U𝑏 = Fu𝑏, G𝑏 = Fg𝑏 T𝑏 = Ft𝑏,

u𝑏 = {𝑢1𝑏, 𝑢2𝑏, 𝑢3𝑏} , g𝑏 = {𝑔1𝑏, 𝑔2𝑏, 𝑔3𝑏} ,
t𝑏 = {𝑡1𝑏, 𝑡2𝑏, 𝑡3𝑏} ,

U𝑏 = F2u𝑏, G𝑏 = F2g𝑏, T𝑏 = F2t𝑏

𝑏 = 𝜆, 𝑟,

𝑀𝑏 = −𝐷𝑏1

(︂
𝜕2𝑢3𝑏
𝜕𝑥22

+ 𝜈𝑏
𝜕2𝑢3𝑏
𝜕𝑥21

)︂
,

𝐷𝑏1 =
𝐷𝑏

𝐻2
, 𝐷𝑏2 =

𝐷𝑏

𝐻3
,

𝑄𝑏 = −𝐷𝑏2

(︂
𝜕3𝑢3𝑏
𝜕𝑥32

+ (2− 𝜈𝑏)
𝜕3𝑢3𝑏
𝜕𝑥21𝜕𝑥2

)︂
,

𝑢3𝑏,
𝜕𝑢3𝑏
𝐻𝜕𝑥2

,

𝐷𝑏 =
𝐸𝑏ℎ

3
𝑏

12(1− 𝜈2𝑏 )
, 𝜀53𝑏 =

(1− 𝜈2𝑏 )12𝐻
4

𝐸𝑏ℎ
3
𝑏

,

𝜀−1
6 =

(1− 𝜈)𝐻

𝜇
,

𝜀1𝑏 = 0,5(1− 𝜈𝑏), 𝜀2𝑏 = 0,5(1 + 𝜈𝑏),

𝜀5𝑏 =
1− 𝜈2𝑏
𝐸𝑏ℎ𝑏

,

𝑔1𝑏 = 𝜇0𝑏

(︂
𝜕𝑢1𝑏
𝜕𝑥3

+
𝜕𝑢3𝑏
𝜕𝑥1

)︂
,

𝑔2𝑏 = 𝜇0𝑏

(︂
𝜕𝑢2𝑏
𝜕𝑥3

+
𝜕𝑢3𝑏
𝜕𝑥2

)︂
,

𝜇0𝑏 =
𝜇𝑏
𝐻
, 𝑥3 = 0, g = {𝑔1𝑏, 𝑔2𝑏} .

Имеют место следующие обозначения: 𝜇𝑏 —
модуль сдвига, 𝜈𝑏 — коэффициент Пуассо-
на, 𝐸𝑏 — модуль Юнга, ℎ𝑏 — толщины лито-
сферных плит, 𝐻 — толщина слоя основания,
g𝑏, t𝑏 — векторы контактных напряжений
и внешних горизонтальных (𝑔1𝑏, 𝑔2𝑏, 𝑡1𝑏, 𝑡2𝑏)
и вертикальных (𝑔3𝑏, 𝑡3𝑏) воздействий соот-
ветственно, действующих по касательной к
границе основания и по нормали к ней в об-
ластях Ω𝑏; F2 ≡ F2(𝛼1, 𝛼2), F1 ≡ F1(𝛼1) —
двумерный и одномерный операторы преоб-
разования Фурье соответственно. Выражения
для нормальной 𝑁𝑥2 и касательной 𝑇𝑥1𝑥2 со-
ставляющих напряжений к срединной плоско-
сти на торцах пластин даются соответственно
соотношениями

𝑇𝑥1𝑥2 = 𝜀7𝑏

(︂
𝜕𝑢2𝑟
𝜕𝑥1

+
𝜕𝑢1𝑟
𝜕𝑥2

)︂
,

𝑁𝑥2 = 𝜀8𝑏

(︂
𝜕𝑢2𝑟
𝜕𝑥2

+ 𝜈𝑏
𝜕𝑢1𝑟
𝜕𝑥1

)︂
,

𝜀7𝑟 =
𝐸𝑟

2(1 + 𝜈𝑟)𝐻
, 𝜀8𝑟 =

𝐸𝑟

(1− 𝜈2𝑟 )𝐻
.

Для деформируемого основания, описы-
ваемого граничной задачей, применимы раз-
личные модели, даваемые соотношениями

u(𝑥1, 𝑥2) =

= 𝜀−1
6

1

4𝜋2

∞∫︁

−∞

∫︁
K(𝛼1, 𝛼2)G(𝛼1, 𝛼2)×

× 𝑒−𝑖⟨𝛼,𝑥⟩𝑑𝛼1𝑑𝛼2,

𝑥 ∈ Ω𝜆, 𝑥 ∈ Ω𝑟, 𝑥 ∈ Ω𝜃,

⟨𝛼, 𝑥⟩ = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2,

Ω𝜆(|𝑥1| ⩽ ∞; 𝑥2 ⩽ −𝜃),
Ω𝑟(|𝑥1| ⩽ ∞; 𝜃 ⩽ 𝑥2),

Ω𝜃(|𝑥1| ⩽ ∞; −𝜃 ⩽ 𝑥2 ⩽ 𝜃),

K = ‖𝐾𝑚𝑛‖ , 𝑚, 𝑛 = 1, 2, 3,

K(𝛼1, 𝛼2) = 𝑂(𝐴−1), 𝐴 =
√︁
𝛼2
1 + 𝛼2

2 → ∞,

𝜀−1
6 =

(1− 𝜈)𝐻

𝜇
, G(𝛼1, 𝛼2) = F2(𝛼1, 𝛼2)g.

Здесь g — вектор касательных и нормаль-
ных напряжений под плитами на границе ос-
нования. Некоторые типы матриц-функций
K(𝛼1, 𝛼2) оснований, называемые символом
системы интегральных уравнений, приведены
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в [3]. Например, для упругого слоя с закреп-
ленной нижней гранью в статическом случае
матрица-символ имеет вид

K(𝛼1, 𝛼2) =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

𝜅11 𝜅12 𝑖𝛼1𝑃
𝜅21 𝜅22 𝑖𝛼2𝑃

−𝑖𝛼1𝑃 −𝑖𝛼2𝑃 𝐾

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦ ,

𝜅11 = 𝛼2
1𝑀 + 𝛼2

2𝑁, 𝜅22 = 𝛼2
1𝑁 + 𝛼2

2𝑀,

𝜅12 = 𝜅21 = 𝛼1𝛼2(𝑀 −𝑁),

𝑀 (𝑢) =
(1− 𝜈) (3− 4𝜈) (sh 4𝑢+ 4𝑢)

𝑢2Δ
,

𝑁 (𝑢) =
2 sh 2𝑢

𝑢3 ch 2𝑢
,

𝑃 (𝑢) = −(1− 2𝜈) (3− 4𝜈) sh2 2𝑢− 4𝑢2

𝑢Δ(𝑢)
,

𝐾 (𝑢) =
(1− 𝜈) (3− 4𝜈) (sh 4𝑢− 4𝑢)

Δ (𝑢)
,

Δ(𝑢) = 𝑢
[︁
(3− 4𝜈) sh2 2𝑢+ 4𝑢2 + 4 (1− 𝜈)2

]︁
,

𝑢 =
√︁
𝛼2
1 + 𝛼2

2.

Матрица граничной задачи является
блочно-диагональной, состоящей из располо-
женной на диагонали матрицы второго по-
рядка, представляющей матричный оператор
или векторный оператор, и отдельного на
диагонали скалярного оператора. Посколь-
ку операторы независимы, это существенно
облегчает исследование граничной задачи на
этапе внешнего анализа, позволяя восполь-
зоваться результатами, представленными в
работе [21].

2. Метод решения

Внешний анализ граничной задачи состо-
ит в том, что для каждого блока структу-
ры погружаются в топологическое простран-
ство, индуцированное трехмерным евклидо-
вым пространством. После этого применени-
ем формулы Стокса в топологическом про-
странстве граничные задачи сводятся к функ-
циональным уравнениям.

Дальнейшие операции внешнего анали-
за включают факторизацию коэффициен-
та функционального уравнения. В скаляр-
ном случае — это функция, в векторном —
матрица-функция. Затем вычисляется форма-
вычет Лере, что приводит к построению псев-
додифференциальных уравнений. После это-
го строятся решения псевдодифференциаль-
ных уравнений. Найденные таким образом

решения вносятся во внешние формы функци-
ональных уравнений каждой плиты блочной
структуры. Затем блоки структуры сопряга-
ются. Эта операция называется построением
фактор-топологии, она приводит к оконча-
тельному решению граничных задач. Выпол-
няя приведенные операции, получаем функ-
циональные уравнения, которые отвечают
перечисленным операторам граничной зада-
чи. Функциональные уравнения скалярного
оператора для функций 𝑈3𝑏, 𝑏 = 𝜆, 𝑟 имеют
вид [21]

𝑅3𝑏(−𝑖𝛼1,−𝑖𝛼2)𝑈3𝑏 ≡ (𝛼2
1 + 𝛼2

2)
2𝑈3𝑏 =

= −
∫︁

𝜕Ω𝑏

𝜔3𝑏+𝑆3𝑏(𝛼1, 𝛼2),

𝑆3𝑏(𝛼1, 𝛼2) = 𝜀53𝑏F2(𝛼1, 𝛼2)(𝑡3𝑏 + 𝑔3𝑏),

𝑏 = 𝜆, 𝑟.

Здесь 𝜔3𝑏 — участвующие в представлении
внешние формы, имеющие для левой, 𝜆, и
правой, 𝑟 литосферной плиты выражение

3. Внешний анализ граничной задачи

Граничные задачи для каждого блока
блочной структуры погружаются в топологи-
ческое пространство, индуцированное трех-
мерным евклидовым пространством. После
этого применением формулы Стокса в тополо-
гическом пространстве граничные задачи сво-
дятся к функциональным уравнениям. Даль-
нейшие операции внешнего анализа включа-
ют факторизацию коэффициента функцио-
нального уравнения. В скалярном случае —
это функция, в векторном — матрица-функци.
Затем вычисляется форма-вычет Лере, что
приводит к построению псевдодифференци-
альных уравнений. После этого строятся ре-
шения псевдодифференциальных уравнений.
Найденные таким образом решения вносятся
во внешние формы функциональных уравне-
ний каждой плиты блочной структуры. Затем
блоки блочной структуры сопрягаются. Эта
операция называется построением фактор-
топологии, она приводит к окончательному
решению граничных задач. Выполняя при-
веденные операции, получаем функциональ-
ные уравнения, которые отвечают перечис-
ленным операторам граничной задачи. Функ-
циональные уравнения скалярного оператора
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для функций 𝑈3𝑏, 𝑏 = 𝜆, 𝑟 имеют вид [21]

𝑅3𝑏(−𝑖𝛼1,−𝑖𝛼2)𝑈3𝑏 ≡ (𝛼2
1 + 𝛼2

2)
2𝑈3𝑏 =

= −
∫︁

𝜕Ω𝑏

𝜔3𝑏+𝑆3𝑏(𝛼1, 𝛼2),

𝑆3𝑏(𝛼1, 𝛼2) = 𝜀53𝑏F2(𝛼1, 𝛼2)(𝑡3𝑏 + 𝑔3𝑏),

𝑏 = 𝜆, 𝑟.

Здесь 𝜔3𝑏 — участвующие в представлении
внешние формы, имеющие для левой (𝜆) и
правой (𝑟) литосферной плиты выражение

𝜔3𝜆 =

= 𝑒𝑖⟨𝛼,𝑥⟩
{︂
−
[︂
𝜕3𝑢3𝜆
𝜕𝑥32

− 𝑖𝛼2
𝜕2𝑢3𝜆
𝜕𝑥22

− 𝛼2
2

𝜕𝑢3𝜆
𝜕𝑥2

+

+ 𝑖𝛼3
2𝑢3𝜆 + 2

𝜕3𝑢3𝜆
𝜕𝑥21𝜕𝑥2

− 2𝑖𝛼2
𝜕2𝑢3𝜆
𝜕𝑥21

]︂
𝑑𝑥1+

+

[︂
𝜕3𝑢3𝜆
𝜕𝑥31

−𝑖𝛼1
𝜕2𝑢3𝜆
𝜕𝑥21

−𝛼2
1

𝜕𝑢3𝜆
𝜕𝑥1

+𝑖𝛼3
1𝑢3𝜆

]︂
𝑑𝑥2

}︂
,

𝜔3𝑟 =

= −𝑒𝑖⟨𝛼,𝑥⟩
{︂
−
[︂
𝜕3𝑢3𝑟
𝜕𝑥32

− 𝑖𝛼2
𝜕2𝑢3𝑟
𝜕𝑥22

− 𝛼2
2

𝜕𝑢3𝑟
𝜕𝑥2

+

+ 𝑖𝛼3
2𝑢3𝑟 + 2

𝜕3𝑢3𝑟
𝜕𝑥21𝜕𝑥2

− 2𝑖𝛼2
𝜕2𝑢3𝑟
𝜕𝑥21

]︂
𝑑𝑥1+

+

[︂
𝜕3𝑢3𝑟
𝜕𝑥31

−𝑖𝛼1
𝜕2𝑢3𝑟
𝜕𝑥21

−𝛼2
1

𝜕𝑢3𝑟
𝜕𝑥1

+𝑖𝛼3
1𝑢3𝑟

]︂
𝑑𝑥2

}︂
.

Для построения псевдодифференциальных
уравнений в скалярном случае вычисляются
формы-вычеты Лере, в том числе двукратные.
Псевдодифференциальные уравнения гранич-
ной задачи с учетом принятых обозначений
можем представить, для пластин 𝑏 = 𝜆, 𝑟 в
виде

F−1
1 (𝜉𝜆1 )

⟨
−
∫︁

𝜕Ω𝜆

{︂
𝑖𝛼2−𝐷

−1
𝜆1𝑀𝜆 −𝐷−1

𝜆2𝑄𝜆−

− (𝛼2
2− + 𝜈𝜆𝛼

2
1)
𝜕𝑢3𝜆
𝜕𝑥2

+

+ 𝑖𝛼2−
[︀
𝛼2
2− + (2− 𝜈𝜆)𝛼

2
1

]︀
𝑢3𝜆

}︂
𝑒𝑖𝛼1𝑥1𝑑𝑥1+

+ 𝜀53𝜆𝑆3𝜆(𝛼1, 𝛼2−)

⟩
= 0,

𝛼2− = −𝑖
√︁
𝛼2
1, 𝜉𝜆1 ∈ 𝜕Ω𝜆,

F−1
1 (𝜉𝜆1 )

⟨
−
∫︁

𝜕Ω𝜆

{︂
𝑖𝐷−1

𝜆1𝑀𝜆 − 2𝛼2−
𝜕𝑢3𝜆
𝜕𝑥2

+

+ 𝑖
[︀
3𝛼2

2− + (2− 𝜈𝜆)𝛼
2
1

]︀
𝑢3𝜆

}︂
𝑒𝑖𝛼1𝑥1𝑑𝑥1+

+ 𝜀53𝜆𝑆
′
3𝜆(𝛼1, 𝛼2−)

⟩
= 0,

𝜉𝜆1 ∈ 𝜕Ω𝜆,

𝜕Ω𝜆 = {−∞ ⩽ 𝑥1 ⩽ ∞, 𝑥2 = −𝜃} .
Соответственно для правой пластины

F−1
1 (𝜉𝑟1)

⟨
−
∫︁

𝜕Ω𝑟

{︂
𝑖𝛼2+𝐷

−1
𝑟1 𝑀𝑟 −𝐷−1

𝑟2 𝑄𝑟−

− (𝛼2
2+ + 𝜈𝑟𝛼

2
1)
𝜕𝑢3𝑟
𝜕𝑥2

+

+ 𝑖𝛼2+

[︀
𝛼2
2+ + (2− 𝜈𝑟)𝛼

2
1

]︀
𝑢3𝑟

}︂
𝑒𝑖𝛼1𝑥1𝑑𝑥1+

+ 𝜀53𝑟𝑆3𝑟(𝛼1, 𝛼2+)

⟩
= 0,

𝛼2+ = 𝑖
√︁
𝛼2
1, 𝜉𝑟1 ∈ 𝜕Ω𝑟,

F−1
1 (𝜉𝑟1)

⟨
−
∫︁

𝜕Ω𝑟

{︂
𝑖𝐷−1

𝑟1 𝑀𝑟 − 2𝛼2+
𝜕𝑢3𝑟
𝜕𝑥2

+

+ 𝑖
[︀
3𝛼2

2+ + (2− 𝜈𝑟)𝛼
2
1

]︀
𝑢3𝑟

}︂
𝑒𝑖𝛼1𝑥1𝑑𝑥1+

+ 𝜀53𝑟𝑆
′
3𝑟(𝛼1, 𝛼2+)

⟩
= 0,

𝜉𝑟1 ∈ 𝜕Ω𝑟,

𝜕Ω𝑟 = {−∞ ⩽ 𝑥1 ⩽ ∞, 𝑥2 = 𝜃} .
Функциональные уравнения граничной за-
дачи для векторного случая правой плиты
(𝑏 = 𝑟) являются матричными и имеют вид

R𝑟(−𝑖𝛼1,−𝑖𝛼2)U𝑟 = −
∫︁

𝜕Ω𝑏

𝜔𝑟+S𝑟(𝛼1, 𝛼2),

U𝑟 = {𝑈1𝑟, 𝑈2𝑟} ,
𝜔𝑟 = {𝜔1𝑟, 𝜔2𝑟} ,
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S𝑟(𝛼1, 𝛼2) = −𝜀5𝑟F2(𝛼1, 𝛼2)(g𝑟 + t𝑟),

S𝑟(𝛼1, 𝛼2) = {𝑆1𝑟, 𝑆2𝑟} ,

R𝑟(−𝑖𝛼1,−𝑖𝛼2) =

= −
⃦⃦
⃦⃦(𝛼2

1 + 𝜀1𝑟𝛼
2
2) 𝜀2𝑟𝛼1𝛼2

𝜀2𝑟𝛼1𝛼2 (𝛼2
2 + 𝜀1𝑟𝛼

2
1)

⃦⃦
⃦⃦ .

Здесь 𝜔𝑟 — вектор внешних форм, имеющих
компоненты

𝜔1𝑟 = 𝑒𝑖⟨𝛼,𝑥⟩×

×
{︂
−
(︂
𝜀1𝑟

𝜕𝑢1𝑟
𝜕𝑥2

+ 𝜀2𝑟
𝜕𝑢2𝑟
𝜕𝑥1

− 𝑖𝜀1𝑟𝛼2𝑢1𝑟

)︂
𝑑𝑥1+

+

(︂
𝜕𝑢1𝑟
𝜕𝑥1

− 𝑖𝛼1𝑢1𝑟 − 𝑖𝜀2𝑟𝛼2𝑢2𝑟

)︂
𝑑𝑥2

}︂
,

𝜔2𝑟 = 𝑒𝑖⟨𝛼,𝑥⟩×

×
{︂
−
(︂
𝜀2𝑟

𝜕𝑢1𝑟
𝜕𝑥1

+
𝜕𝑢2𝑟
𝜕𝑥2

− 𝑖𝛼2𝑢2𝑟

)︂
𝑑𝑥1+

+

(︂
𝜀1𝑟

𝜕𝑢2𝑟
𝜕𝑥1

− 𝑖𝜀1𝑟𝛼1𝑢2𝑟 − 𝑖𝜀2𝑟𝛼2𝑢1𝑟

)︂
𝑑𝑥2

}︂
.

Для построения псевдодифференциальных
уравнений осуществляется дифференци-
альная факторизация матрицы-функции
−R𝑟(−𝑖𝛼1,−𝑖𝛼2) функционального уравне-
ния. Применением алгоритма внешнего ана-
лиза, строится факторизующая матрица-
функция D𝑟(−𝑖𝛼1,−𝑖𝛼2). Принимая во вни-
мание, что определитель матрицы-функции
−R𝑟(−𝑖𝛼1,−𝑖𝛼2) имеет двукратные корни
𝛼2± = ±𝑖

√︀
𝛼2
1 ≡ ±𝑖 |𝛼1|, получаем факто-

ризующие матрицы-функции для левой и
правой пластин в виде

D𝑟(−𝑖𝛼1,−𝑖𝛼2) =

⃦⃦
⃦⃦𝛿11 𝛿12
0 1

⃦⃦
⃦⃦ ,

𝛿11 =
1

(𝛼2 − 𝛼2+)
2 ,

𝛿12 =
𝛼2+

(𝛼2 − 𝛼2+)
2 𝛼1

− (1 + 𝜀1𝑟)

(𝛼2 − 𝛼2+) 𝜀2𝑟𝛼1
.

4. Результаты

После построения псевдодиффренциаль-
ных уравнений и их решения определяются
концентрации контактных напряжений под
каждой плитой. Те из них, которые имеют

сингулярную составляющую, вызывают стар-
товые землетрясения.

При 𝜃 > 0, когда торцы плит удалены
на расстояние 2𝜃, контактные напряжения на
краях пластин имеют представление [21] вида

𝑔3𝜆(𝑥1, 𝑥2) = 𝜎1𝜆(𝑥1, 𝑥2)(−𝑥2 − 𝜃)−0,5+

+ 𝜎2𝜆(𝑥1, 𝑥2)(−𝑥2 − 𝜃)−0,5,

𝑥2 < −𝜃,

g𝑟(𝑥1, 𝑥2) = 𝜎1𝑟(𝑥1, 𝑥2)(𝑥2 − 𝜃)−0,5+𝑖𝛾+

+ 𝜎2𝑟(𝑥1, 𝑥2)(𝑥2 − 𝜃)−0,5−𝑖𝛾 ,

𝑥2 > 𝜃 𝛾 > 0.

Функции 𝜎𝑛𝜆, 𝑛 = 1, 2 и векторы 𝜎𝑛𝑟, 𝑛 = 1, 2,
непрерывны по обоим параметрам. Параметр
𝛾 определяется механическими характеристи-
ками основания. Он хорошо известен в кон-
тактных задачах,

𝛾 = arcth
1− 2𝜈

2 (1− 𝜈)
,

где 𝜈 — коэффициент Пуассона материала
основания. Контактные напряжения по ме-
ре приближения к торцу литосферной плиты
начинают сильно осциллировать по закону,
описываемому функцией

𝑔(𝑅) = 𝑅−0,5 cos (𝛾 ln𝑅) , 𝑅 = |𝑥2 − 𝜃| → 0.

Последнее означает, что только края лито-
сферных плит склонны к разрушению при
требовании в условиях линейной упругости
обеспечить полное сцепление с основанием.
При 𝜃 = 0, т.е., когда торцы плит полностью
сблизились как в присутствии 𝛾, так и без
него, контактные напряжения имеют вид

𝑔𝑛𝑟(𝑥1, 𝑥2) = 𝜎𝑛𝑟(𝑥1, 𝑥2)𝑥
−0,5+𝑖𝛾
2 ,

𝑛 = 1, 2,

𝑔3𝜆(𝑥1, 𝑥2) → 𝜎3𝜆(𝑥1, 𝑥2)𝑥
−1
2 ,

𝑔3𝑟(𝑥1, 𝑥2) → 𝜎3𝑟(𝑥1, 𝑥2)𝑥
−1
2 ,

Все функции 𝜎3𝜆(𝑥1, 𝑥2), 𝜎3𝑟(𝑥1, 𝑥2) и
𝜎𝑛𝑟(𝑥1, 𝑥2), 𝑛 = 1, 2 непрерывны по обеим
переменным.
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5. О новых подходах

Для решения граничных задач в неклас-
сических областях для фрагментов плит со
сложной реологией, описываемых система-
ми дифференциальных уравнений в частных
производных, авторами разработаны методы,
позволяющие раскладывать их сложные ре-
шения по решениям простых задач, например,
уравнений Гельмгольца с точным удовлетво-
рениям граничным условиям.

Ниже построено решение векторной гра-
ничной задачи в четвертьплоскости, разло-
женное по упакованным блочным элементам,
которые являются решениями скалярных гра-
ничных задач в этой области. Для ряда си-
стем дифференциальных уравнений в част-
ных производных механики сплошных сред,
электромагнитных явлений, теории поля име-
ет место представление решения в виде раз-
ложений по решениям скалярных уравнений.
В его основе лежит преобразование Б.Г. Га-
леркина [22–26]. Этот подход удобен при ре-
шении задач во всем пространстве и в ря-
де классических областей (полупространство,
шар, цилиндр), а также в некоторых обла-
стях, получаемых в результате представле-
ний групп преобразований пространства. В
то же время для ряда важных областей, от-
личных от классических, например, клино-
видных, прямоугольных, в форме полуполос
и полуплит построение точных решений этим
подходом пока не удавалось осуществить. Ос-
новная сложность при решении граничных
задач этим подходом в неклассических об-
ластях состоит в трудности удовлетворения
граничных условий.

В работах [22–26] представлены методы
решения этой проблемы, которые демонстри-
руются на примере граничной задачи в чет-
верть плоскости для системы уравнений Ла-
ме. Рассмотрим плоскую граничную задачу
второго рода для системы уравнений Ламе,
поставленную в первом квадранте при гар-
монических воздействиях на границе. Ранее
получить не удавалось ее точное решение, од-
нако метод блочного элемента в настоящей
работе дает возможность это сделать в форме
упакованных векторных блочных элементов.

В первом квадранте динамические уравне-
ния Ламе после исключения члена exp (−𝑖𝜔𝑡)
имеют вид

(𝜆+ 𝜇)
𝜕𝜃

𝜕𝑥1
+ 𝜇Δ𝑢1 + 𝑘2𝑢1 = 0,

𝜃 =
𝜕𝑢1
𝜕𝑥1

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑥2

, 𝑘2 = 𝜌𝜔2,

(𝜆+ 𝜇)
𝜕𝜃

𝜕𝑥2
+ 𝜇Δ𝑢2 + 𝑘2𝑢2 = 0,

𝑥1, 𝑥2 ∈ Ω, Δ𝑢 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑥21
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑥22
.

Здесь 𝑢𝑛 (𝑥1, 𝑥2) — компоненты векторов пере-
мещений в точке 𝑥1, 𝑥2, Ω — область первого
квадранта 𝑥1 ⩾ 0, 𝑥2 ⩾ 0. Известно представ-
ление его решения в пространстве по решени-
ям уравнений Гельмгольца в виде

𝑢1(𝑥1, 𝑥2) = 𝜕1𝜑(𝑥1, 𝑥2) + 𝜕2𝜓(𝑥1, 𝑥2),

𝑢2(𝑥1, 𝑥2) = 𝜕2𝜑(𝑥1, 𝑥2)− 𝜕1𝜓(𝑥1, 𝑥2),

𝜕1 =
𝜕

𝜕𝑥1
, 𝜕2 =

𝜕

𝜕𝑥2
.

В работе [23] найдены значения решений урав-
нений Гельгольца на границах первого квад-
ранта, обеспечивающие удовлетворение гра-
ничным условиям Дирихле для системы диф-
ференциальных уравнений Ламе. Детали име-
ются в работе [23] и могут использоваться по
аналогии в других неклассических областях.

Заключение
Из полученных результатов следует, что

если вертикальные воздействия на литосфер-
ные плиты достаточны для возникновения
стартового землетрясения, то в эпицентре на
поверхности плит произойдет мгновенное вер-
тикальное смещений берегов разлома. Оно
может вызвать цунами за счет резкого изме-
нения уровня океана над берегами разлома.
Горизонтальные смещения правой литосфер-
ной плиты цунами вызвать не могут.

Анализ этих результатов для случаев ли-
тосферных плит с иными реологиями воз-
можно выполнить применением описанных
методов разложения решений векторных гра-
ничных задач по скалярным.
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