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ЭЛЕКТРОФОРЕЗ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ЧАСТИЦЫ В СИЛЬНОМ
ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПОЛЕ

Франц Е. А., Шелистов В. С., Ганченко Г.С., Горбачева Е. В., Алексеев М. С.,
Демехин Е. А.

Проведено численное моделирование задачи движения сферической сильнозаряженной
диэлектрической микрочастицы в электрическом поле высокой напряженности. Математиче-
ски задача описывается нелинейной системой Нернста-Планка-Пуассона-Стокса, численное
решение которой проводилось в широком диапазоне параметров.
Ключевые слова: электрофорез, диэлектрическая частица, система Нернста-Планка-Пуассона-
Стокса, сильное электрическое поле, неравновесные процессы.
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Abstract. This paper is devoted to the problem of motion of a dielectric microparticle in a strong
electric field. For the case of a low electric field strength, a comparison of the electrophoresis rate
obtained from the force balance condition with the classical Helmholtz-Smoluchowski formula
showed good agreement. Direct numerical simulation of the problem in the full nonsimplified
formulation for high electric field strength showed that at the interface between the solid particle
and the electrolyte a region of space charge is formed, which was previously discovered for ion-
selective microparticles. In an electric field of sufficiently high intensity, a part of the space charge
detaches from the surface of the particle, which is swept away by the electrolyte stream. This
charge does not disintegrate and is preserved at a distance of several radii from the surface of
the microparticle. Thus, there is a violation of the condition of local electroneutrality of the
electrolyte solution at a sufficiently large distance from the surface of the microparticle.
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Введение

В последнее время сильно возрос инте-
рес к задачам электрогидродинамики малых
масштабов, что связано с их многочисленны-

ми применениями в микроустройствах [1,2].
Рабочими жидкостями в таких устройствах
являются растворы электролита, приводи-
мые в движение внешним электрическим по-
лем [3]. Особую роль приобретают как асимп-
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тотические, так и численные методы реше-
ния сильно сцепленной нелинейной системы
Нернста–Планка–Пуассона–Стокса, описыва-
ющие движение электролитов в электриче-
ском поле [4–6].

Электрофорез представляет собой фунда-
ментальную проблему теоретической физики,
изучение которой началось более ста лет на-
зад с классической работы Смолуховского [7]
для диэлектрических частиц. В работе выве-
дена простая формула для скорости заряжен-
ной микрочастицы

𝑈 =
𝜀𝜁

𝜇
𝐸∞,

где 𝜀 — диэлектрический коэффициент сре-
ды, 𝜁 — дзета потенциал двойного электри-
ческого слоя, 𝜇 — динамическая вязкость
среды и 𝐸∞ — напряженность внешнего
электрического поля. Формула Гельмгольца–
Смолуховского выведена для случая когда
внешняя среда является диэлектриком (заряд
учитывается только в двойном электрическом
слое) и напряженность внешнего электриче-
ского поля невелика. В этом случае скорость
микрочастицы линейным образом зависит от
напряженности электрического поля и не за-
висит от размеров частицы. Простота фор-
мулы [7] — одна из причин, почему она и до
настоящего времени является эталонной для
сравнения различных моделей. При неболь-
ших напряженностях электрического поля
она удовлетворительно описывает скорость
движения микрочастиц.

Задача об электрофорезе оказалась вос-
требованной в микрофлюидике в последние
двадцать лет в связи с задачами управле-
ния заряженными частицами в микрофлюид-
ных устройствах, задачами медицинской диа-
гностики, изучением движения и разделения
различных ДНК и белков по их свойствам,
в частности, по размерам. При увеличении
напряженности электрического поля зависи-
мость скорости от 𝐸∞ отклоняется от линей-
ной. Объяснение этому факту дано в работах
Духина и Мищук [8, 9]. Электрофорез при
больших напряженностях поля был назван
электрофорезом второго рода. В литературе
часто указывается на связь процессов второго
рода с процессами концентрационной поля-
ризации в мембранах [4, 5]. Укажем, что при
больших напряженностях поля наблюдается
зависимость скорости частицы от ее радиу-

са. Это позволяет разделять частицы по их
размерам.

Теоретическое описание нелинейных эф-
фектов появилось более 100 лет спустя пио-
нерской работы Смолуховского и было вызва-
но практической важностью задачи. В цикле
работ [10–12] были предложены только асимп-
тотические методы для некоторых частных
случаев. Численный же анализ ограничен ма-
лыми и умеренными напряженностями элек-
трического поля. Среди экспериментальных
работ упомянем только наиболее свежую [13],
которая содержит ссылки на другие более
ранние экспериментальные работы. Подроб-
ный обзор как экспериментальных, так и тео-
ретических работ по электрофорезу до 2007
года, а также различных практических при-
ложений электрофореза дан в дипломной ра-
боте Шелиства [14]. Основное внимание, как
в экспериментальных, так и в теоретических
работах, уделено зависимости скорости мик-
рочастицы от напряженности внешнего элек-
трического поля, числа Дебая и плотности
заряда на поверхности частицы. Сравнение
теории и эксперимента для скорости электро-
фореза дано только в [13], причем, сравнение
ограничено наноразмерами частицы.

Для приложений микрофлюидики, кроме
скорости электрофореза, важно знать распре-
деления скорости жидкости, электрическо-
го потенциала и концентрации ионов вбли-
зи поверхности частицы, однако эксперимен-
тальные методы не позволяют произвести до-
статочно точные измерения данных величин.
Для этих целей идеально подходит прямое
численное моделирование, проведенное в дан-
ной работе в широком диапазоне параметров,
от нано- до микроразмеров частицы.

1. Постановка задачи

Почти во всех предыдущие работах [10–
12] были предложены только асимптотиче-
ские методы для некоторых частных случаев.
Численный же анализ ограничен малыми и
умеренными напряженностями электрическо-
го поля и фактически служил для сравнени-
ия с асимптотикой и не играл самостоятель-
ной роли. В настоящей работе показано, что
при больших напряженностях поля возника-
ют нелинейные эффекты, такие как появле-
ние струи повышенной концентрации соли
в хвостовой части частицы и т.д., которые
невозможно описать, применяя асимптотиче-
ские методы. Необходим точный численный
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Рис. 1. Схема течения в системе координат микрочастицы. Векторы скорости и напряженности поля
на бесконечности ориентированы параллельно оси x.

анализ задачи, что и представлено в данной
работе.

Рассмотрим постановку задачи. Сфериче-
ская диэлектрическая микрочастица радиуса
𝑎̃ находится в растворе электролита под дей-
ствием внешнего электрического поля напря-
женности 𝐸̃∞.

В качестве буферного электролита рас-
сматривается бинарный одновалентный рас-
твор электролита. Коэффициенты диффузии
катионов и анионов предполагаются равны-
ми, т.е. 𝐷̃+ = 𝐷̃− = 𝐷̃. Поведение электроли-
та описывается системой уравнений Нернста–
Планка, относительно концентраций ионов
𝑐±. Система дополняется уравнениями Пуас-
сона относительно электрического потенциа-
ла Φ̃ и Навье–Стокса относительно поля ско-
ростей Ũ = (𝑈̃ , 𝑉 ). В силу малости масштаба
и, как следствие, малости числа Рейнольдса,
для описания движения жидкости исполь-
зуется приближение Стокса для ползущего
течения. Электрическое поле внутри микро-
частицы описывается уравнением Лапласа
для потенциала 𝜙. На поверхности частицы
предполагается существование поверхностно-
го заряда, плотность которого 𝜎̃ однородна
по всей поверхности.

Постановка задачи проводится в сфериче-
ской системе координат, движущейся со ско-
ростью частицы, в центре которой находится
точка отсчета (рис. 1).

Для перехода к безразмерной постановке
были использованы следующие характерные

величины: радиус микрочастицы 𝑎̃, терми-
ческий потенциал Φ̃0 = 𝑅̃𝑇/𝐹 , равновесная
концентрация электролита 𝑐∞, динамическая
вязкость жидкости 𝜇̃ и коэффициент диф-
фузии ионов 𝐷̃. Здесь 𝑅̃ — универсальная
газовая постоянная, 𝑇 – абсолютная темпера-
тура, 𝐹 — постоянная Фарадея.

Система описывается следующими безраз-
мерными параметрами: напряженность элек-
трического поля 𝐸∞ = 𝑎̃𝐸̃∞/Φ̃0; число Дебая
𝜈 = 𝜆̃𝐷/𝑎̃, где 𝜆̃2𝐷 = 𝜀𝑅̃𝑇/𝐹 2𝑐∞ — толщина
двойного электрического слоя; коэффициент
сцепления между гидродинамической и элек-
тростатической частями задачи κ = 𝜀Φ̃0/𝜇̃𝐷̃;
отношение диэлектрических проницаемостей
𝛿 = 𝜀𝑑/𝜀, где 𝜀𝑑 и 𝜀 — соответственно, диэлек-
трические проницаемости материала микро-
частицы и жидкой среды.

Поверхностный заряд 𝜎̃ связан с 𝜁-потен-
циалом следующим соотношением:

𝜎̃ = −2
√
2𝜀𝜀0Φ̃0

𝜆̃𝐷
sinh

(︃
𝜁

2Φ̃0

)︃
. (1.1)

Безразмерная система уравнений в элек-
тролите имеет вид

𝜕𝑐±

𝜕𝑡
+U∇𝑐± = ±∇(𝑐±∇Φ) +∇2𝑐±,

𝜈2∇2Φ = 𝑐− − 𝑐+,

(1.2)

−∇𝑃 +∇2U =
κ
𝜈2

(𝑐+ − 𝑐−)∇Φ,

∇U = 0,
(1.3)
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с краевыми условиями отсутствия особенно-
сти в начале координат при 𝑟 = 0.

Электрический потенциал 𝜙 в микроча-
стице описывается уравнением Лапласа

∇2𝜙 = 0. (1.4)

При пересечении поверхности частицы
электрический потенциал предполагается
непрерывным, в то время как его нормаль-
ная к поверхности производная испытывает
скачек, обусловленный поверхностным заря-
дом 𝜎 и разными диэлектрическими прони-
цаемостями в электролите и внутри диэлек-
трической частицы. На поверхности части-
цы поток положительных и отрицательных
ионов равен нулю, а компоненты скорости
удовлетворяют условиям непроницаемости и
непроскальзывания:

𝑟 = 1 : Φ = 𝜙, 𝜈
𝜕Φ

𝜕𝑟
= 𝛿𝜈

𝜕𝜙

𝜕𝑟
− 𝜎,

±𝑐±𝜕Φ
𝜕𝑟

+
𝜕𝑐±

𝜕𝑟
= 0, 𝑈 = 𝑉 = 0.

(1.5)

Вдали от микрочастицы, при 𝑟 → ∞, кон-
центрация ионов стремится к равновесной, на-
пряженность электрического поля — к внеш-
нему наложенному полю, а скорость жидко-
сти — к скорости частицы:

𝑟 → ∞ : 𝑐± → 1; Φ → −𝐸∞𝑟 cos 𝜃;
𝑈 → −𝑈∞ sin 𝜃; 𝑉 → −𝑈∞ cos 𝜃.

(1.6)

На потенциал внутри микрочастицы 𝜙 долж-
но быть наложено условие отсутствия особен-
ности при 𝑟 = 0.

Для замыкания задача дополняется на-
чальными условиями для концентраций 𝑐±,
в начальный момент времени концентрации
однородно распределены по пространству:

𝑡 = 0 : 𝑐± = 1. (1.7)

2. Метод решения краевой задачи.

Решение уравнения Лапласа (1.4) в сфе-
рической системе координат (𝑟, 𝜃) для осесим-
метричного случая диэлектрической частицы
имеет вид

𝜙 =
∞∑︁

𝑘=1

(𝐴𝑘𝑟
𝑘 +𝐵𝑘𝑟

−𝑘−1)𝑃𝑘(𝜂), (2.1)

где 𝜂 = cos 𝜃, 𝑃𝑘(𝜂) — полиномы Лежандра,
𝐴𝑘 и 𝐵𝑘 — произвольные постоянные, кото-
рые находятся из краевых условий. Условия

отсутствия особенности при 𝑟 = 0 позволяет
положить 𝐵𝑘 = 0 и искать 𝜙 и ее производные
в виде

𝜙 =
∞∑︁

𝑘=1

𝐴𝑘𝑟
𝑘𝑃𝑘(𝜂), (2.2)

𝜕𝜙

𝜕𝑟
=

∞∑︁

𝑘=1

𝑘𝐴𝑘𝑟
𝑘−1𝑃𝑘(𝜂). (2.3)

Исключая 𝐴𝑘 из последних двух уравне-
ний при 𝑟 = 1, придем к соотношению

𝜕𝜙𝑘

𝜕𝑟

⃒⃒
⃒⃒
𝑟=1

= 𝑘𝜙𝑘, (2.4)

a краевое условие 1.5 разрешится в виде

Φ =

∞∑︁

𝑘=1

𝜙𝑘𝑃𝑘(𝜂), (2.5)

𝜈
𝜕Φ

𝜕𝑟
= −𝜎 + 𝛿𝜈

∞∑︁

𝑘=1

𝑘𝜙𝑘𝑃𝑘(𝜂). (2.6)

Таким образом, фактически исключаются
из рассмотрения неизвестные функции 𝜙.

Задача в электролите (1.2), (1.3) и (2.6)
решалась численно.

Система уравнений имеет малый пара-
метр — число Дебая при старшей производ-
ной в уравнении Пуассона, что вызывает зна-
чительные трудности для численного реше-
ния. Однако система решается без каких-либо
упрощений в полной постановке.

Для пространственной дискретизации
уравнений используется метод конечных раз-
ностей второго порядка точности. В соответ-
ствии со стандартной схемой сдвинутой сет-
ки все скалярные величины (𝑐+, 𝑐−, Φ) опре-
делены в центрах вычислительных ячеек, а
компоненты скорости 𝑈 и 𝑉 — в центрах гра-
ней ячеек. К сетке применено растягивание в
направлении, нормальном к поверхности ча-
стицы, чтобы обеспечить необходимое количе-
ство узлов в тонком двойном электрическом
слое. По угловому направлению использована
обычная равномерная сетка.

Нелинейные члены в системе уравнений
записываются с помощью центральной раз-
ностной схемы второго порядка точности. Та-
кая пространственная дискретизация приво-
дит к жесткой системе уравнений и поэтому
требует применения неявных методов. Од-
нако использование полностью неявных ме-
тодов значительно увеличивает время чис-
ленных расчетов. Поэтому был использован
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Рис. 2. a) распределение плотности пространственного заряда около поверхности диэлектрической
частицы; б) сечение плотности пространственного заряда при значении угла 𝜃 = 180∘ при 𝜈 = 0,005,

𝜎 = 80 и напряженности электрического поля 𝐸∞ = 300

полунеявный метод, при котором в неявном
виде представляется только часть операто-
ра, а именно была использована схема Рунге–
Кутты третьего порядка точности.

3. Результаты численного
моделирования.

Расчеты велись методом установления до
некоторого стационарного состояния. Числен-
ное моделирование было проведено в широ-
ком диапазоне параметров. Значение числа
Дебая изменялось в интервале от 𝜈 = 0,002 до
𝜈 = 0,14, напряженность внешнего электри-
ческого поля 𝐸∞ от 20 до 450, безразмерная
величина поверхностного заряда от 1 до 122.
Концентрация электролита фиксирована —
0,1 моль/м3. Все расчеты проведены при по-
стоянном значении параметра κ = 0,26, что
соответствует водному раствору NaCl.

В качестве материала частицы рассмат-
ривался SiO2 с плотностью поверхностно-
го заряда 𝜎̃ = 1,12 · 10−4 Кл/м2 и диэлек-
трической проницаемостью 𝜀𝑑 = 7, так что
𝛿 = 𝜀𝑑/𝜀𝑚 ≈ 0,086, где 𝜀𝑚 — диэлектрическая
проницаемость электролита.

Для фиксированного раствора электроли-
та задача зависит от двух параметров: 𝐸∞ и
𝜈. Однако зависимость от 𝜈 крайне слабая,
поэтому результаты приводятся только для
некоторых значений параметра 𝜈.

Типичное для высокой напряженности
электрического поля распределение плотно-
сти пространственного заряда, приведенное
на рис. 2, показывает что в сильном электри-

ческом поле около диэлектрической частицы
формируется не только двойной электриче-
ский слой (ДЭС), но и область расширенно-
го пространственного заряда. Отметим, что
формирование данной области было ранее
обнаружено для ионоселективных поверхно-
стей [4, 5]. На рис. 2б показано сечение про-
странственного заряда при 𝜃 = 180∘.

Недавние результаты показывают, что
для сферических ионоселективных микроча-
стиц существуют режимы высокой напряжен-
ности электрического поля, при которых реа-
лизуется электрогидродинамическая неустой-
чивость в области набегающего потока [15].
Несмотря на достаточно высокую напряжен-
ность элетрического поля, такого эффекта
для диэлектрической частицы обнаружить не
удалось. Это может быть связано с тем, что
в отличие от ионоселективной частицы, ди-
электрическая частица не пропускает сквозь
себя ионы и, следовательно, электрический
ток через такую частицу равен нулю.

Распределение суммарной концентрации
соли 𝐾(𝑟, 𝜃) = 𝑐+ + 𝑐−, которая также пред-
ставляет собой электрическую проводимость,
изображено на рис. 3. В области набегаю-
щего потока жидкости (угол 𝜃 = 180∘) на-
блюдается эффект снижения концентрации
ионов обоих знаков относительно равновес-
ной концентрации электролита порядка 30 %
(так называемый эффект обессоливания). С
противоположной стороны частицы форми-
руется струя с повышенной концентрацией
электролита относительно равновесной.
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Рис. 3. a) распределение суммарной концентрации соли около поверхности диэлектрической
частицы; б) сечение суммарной концентрации соли при значении угла 𝜃 = 180∘ при 𝜈 = 0,005, 𝜎 = 80

и напряженности электрического поля 𝐸∞ = 300

Рис. 4. Отрыв пространственного заряда от поверхности диэлектрической частицы при 𝜈 = 0,0086,
𝜎 = 50 и напряженности электрического поля 𝐸∞ = 400

На рис. 4 показано распределение плот-
ности заряда 𝜌 и его изменение во времени.
В начальный момент времени позади части-
цы формируется область пространственного
заряда, которая впоследствии отрывается и
распространяется на расстояние нескольких
радиусов от поверхности частицы.

Для случая небольшой напряженно-
сти электрического поля было произве-
дено сравнение с формулой Гельмгольца–
Смолуховского скорости электрофореза ди-
электрических частиц. Результаты численно-
го моделирования показали (рис. 5) хорошее
соответствие с классическими результатами
Смолуховского.

На рис. 6 приведено сравнение скорости с
экспериментальными данными [13]. Числен-
ные результаты показывают хорошее соответ-
ствие экспериментальным данным при уме-
ренной напряженности электрического поля.

Сравнение результатов прямого числен-
ного моделирования с теоретическими пред-
сказаниями из работы Ярива [10] для уме-
ренной и высокой напряженности электриче-

ского поля, приведено на рис. 7. Сравнение
показывает, что для умеренной напряженно-
сти электрического поля, результаты нахо-
дятся в хорошем соответсвии с теоретической
моделью.

Заключение

В работе выполнено прямое численное мо-
делирование задачи движения диэлектриче-
ской частицы в электрическом поле. Было
обнаружено формирование области простран-
ственного заряда, которая ранее была обнару-
жена для ионоселективных частиц. При уве-
личении напряженности электрического поля
наблюдается отрыв части пространственного
заряда позади частицы, который при этом не
распадается. Вместо этого позади частицы на
расстоянии нескольких радиусов микрочасти-
цы остается область, в которой электролит
не является электронейтральным.

Авторы выражают благодарность учени-
кам лицея № 4 города Краснодара Артюхову
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Рис. 7. Сравнение скорости микрочастицы, полученной с помощью прямого численного
моделирования с результатами теоретического предсказания Ярива [11]

Д.А., Артюхову В.А. и Киреевой Т.С. за их
участие и интерес к данной работе.
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