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ПАРАМЕТРИЗАЦИЯ АТМОСФЕРНОГО ФОРСИНГА В ТЕСТОВОЙ
ЗАДАЧЕ ВЕТРОВОЙ ЦИРКУЛЯЦИИ В МОРЕ

Кочергин В. С., Кочергин С. В.

В работе представлена методика вариационной идентификации параметров для задания
аналитического ветрового воздействия для модели ветровой циркуляции в безразмерном
виде. При реализации такой процедуры поиск решения осуществляется за счет плоского
вращения исходной системы алгебраических уравнений для коэффициентов разложения
касательных напряжений. Идентификация происходит за счет поиска максимума квадра-
тичного функционала специального вида, характеризующего соотношение коэффициентов
системы, априорной информации о решении и правых частях. За счет преобразования плос-
ких вращений строится эквивалентная система, в которой в верхних строках располагаются
уравнения с наибольшим рангом и информативностью.
Ключевые слова: максимизация функционала, преобразования плоских вращений, модель
ветровой циркуляции, идентификация параметров модели.
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Abstract. The paper presents a method of variational identification of parameters for setting an
analytical wind effect for a wind circulation model in a dimensionless form. When implementing
such a procedure, the search for a solution is carried out by plane rotation of the original system
of algebraic equations for expansion coefficients for tangential stresses. Due to the transformation
of plane rotations, an equivalent system is constructed in which the equations with the highest
rank and informativeness are located in the upper rows. The rotation angles are found from the
maximum of the functional that characterizes the ratio of the coefficients of the system, a priori
information about the solution and the right parts. The algorithm is carried out iteratively. The
conducted test numerical experiments have shown that when using accurate data, any combination
of the equations of the system gives an exact solution for the expansion coefficients. In case of
data noise, this does not happen. After the operation of the procedure, when all the information
from the measurement data is taken into account in the upper equations, the resulting solution
agrees well with the originally set one.
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При построении аналитических моделей
циркуляции [1–3] требуется наличие формул
определяющих касательное напряжение вет-
ра. В этих работах использовался постоянный
ветер или ветер из работы [4] при получе-
нии аналитического решения поставленной
задачи. Точное решения задачи циркуляции
можно сравнивать с численным решением
при нахождении которого использовались те

или иные разностные схемы и алгоритмы.
Такой подход позволяет протестировать вы-
числительные алгоритмы до их применения
в полных гидротермодинамических моделях
динамики океана. Например, в работе [3] на
основе такого подхода протестирован алго-
ритм определения вертикальной компонен-
ты поля скорости специальным образом [5]
на основе методом прогонки. Сравнение чис-
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Рис. 1. Ветер заданный по формуле (1.3)

ленных решений с аналитическим показало
существенное преимущество такого подхода
при вычислении вертикальной скорости.

1. Параметризация ветрового
воздействия

Будем считать, что поверхность рассмат-
риваемого водоема в плоскости 𝑥𝑂𝑦 имеет
форму прямоугольника

Ω0 = [0, 𝑟]× [0, 𝑞] .

Оси системы координат направлены следу-
ющим образом: 𝑂𝑥 — на восток, 𝑂𝑦 — на
север.

Компоненты касательного напряжения
трения ветра будем задавать следующими
формулами:
{︂
𝜏𝑥 = [𝐹1 cos(𝑟𝑙𝑥) + 𝐹2 sin(𝑟𝑙𝑥)] cos(𝑞𝑚𝑦),

𝜏𝑦 = [𝐺1 cos(𝑟𝑠𝑥) +𝐺2 sin(𝑟𝑠𝑥)] sin(𝑞𝑝𝑦);
(1.1)

в которых приняты обозначения

𝑟𝑙 =
𝜋𝑙

𝑟
; 𝑟𝑠 =

𝜋𝑠

𝑟
; 𝑞𝑚 =

𝜋𝑚

𝑞
; 𝑞𝑝 =

𝜋𝑝

𝑞
;

𝑙, 𝑠 = 0, 1, 2, . . . ; 𝑚, 𝑝 = 1, 2, . . . .
(1.2)

Таким образом, модель ветра содержит четы-
ре вещественных (𝐹1, 𝐹2, 𝐺1, 𝐺2) и четыре
целых (𝑙, 𝑚, 𝑠, 𝑝) числовых параметра, выбор
которых дает возможность описать достаточ-
но общую ветровую ситуацию. В частности,
модель ветра в работах [1–3] определялась
формулами

𝜏𝑥 =
𝐹𝑞

𝜋
cos

(︂
𝜋𝑦

𝑞

)︂
, 𝜏𝑦 = 0, (1.3)

которые получаются из (1.1), (1.2) при
𝐹1 = 𝐹𝑞/𝜋, 𝐹2 = 𝐺1 = 𝐺2 = 0, 𝑙 = 0, 𝑚 = 1.

Для рассматриваемой области такое ветровое
воздействие изображено на рис. 1.

При задании касательного напряжения
ветра по формулам (1.1) возникает естествен-
ное желание задать ветер, приближенный к
реально существующему для данного водое-
ма. Например, при 𝐹1 = 10𝐹 , 𝐹2 = 𝐺1 = 0,
𝐺1 = −10𝐹 , 𝑙 = 0, 𝑚 = 1, 𝑠 = 1, 𝑝 = 1 име-
ем циклон над рассматриваемой областью.
Такое ветровое воздействие представлено на
рис. 2.

При наличии информации о компонентах
𝜏𝑥, 𝜏𝑦 можно составить систему линейных ал-
гебраических уравнений (при наличии необ-
ходимого количества информации переопре-
деленную) для определения неизвестных па-
раметров 𝑧 = (𝐹1, 𝐹2, 𝐺1, 𝐺2).

2. Вариационный алгоритм
фильтрации

Имея данные измерений о ветровом воз-
действии в итоге можно составить следую-
щую систему алгебраических уравнений:

Az = 𝜃𝛿, 𝜃𝛿 = 𝜃 + 𝛿𝜃, (2.1)

где z — неизвестный вектор коэффициентов
разложения, 𝛿𝜃 — вектор, описывающий по-
меху, если 𝜏𝑥, 𝜏𝑦 измерены с ошибкой. В этом
случае возможно применение вариационного
алгоритма фильтрации [6]. Этот метод успеш-
но применялся при решении различных оке-
анологических задач [7, 8]. При реализации
такой процедуры поиск решения осуществ-
ляется за счет плоского вращения исходной
системы (2.1). Коэффициенты такого преоб-
разования ищутся исходя из максимума квад-
ратичного функционала специального вида.
В итоге имеем систему алгебраических урав-
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Рис. 2. Циклонический ветер

нений эквивалентную системе (2.1)

Az = 𝜂𝛿, (2.2)

где A = VTA, 𝜂𝛿 = V𝑇 𝜃𝛿, VT — ортонор-
мальная матрица, конструируемая как пре-
дел произведения элементарных матриц плос-
кого вращения

VT = lim
𝑛→∞

VT
𝑛 ,

VT
𝑛 =

𝑛∏︁

𝑘=1

𝑇𝑖(𝑘),𝑗(𝑘)(𝜑𝑘).
(2.3)

При реализации процедуры важно оптималь-
но определить значения углов поворотов 𝜑𝑘.

Пусть VT
𝑛𝜃𝛿 = 𝑤

(𝑛)
𝛿 ,

VT
𝑛+1𝜃𝛿 = 𝑤

(𝑛+1)
𝛿 ,

𝑤
(𝑛+1)
𝛿 = TT

𝑖(𝑛+1),𝑗(𝑛+1)(𝜑𝑛+1)𝑤
(𝑛)
𝛿 .

(2.4)

Для определения угла 𝜑 используем следую-
щее условие:

Φ𝑖(𝜑) = max
𝜑
,

Φ𝑖(𝜑) =

(︂
𝑀∑︀
𝑘=1

⃒⃒
⃒𝑎(𝑛+1)

𝑖𝑘

⃒⃒
⃒
2
)︂
−

⃒⃒
⃒𝑤(𝑛+1)

𝑖,𝛿

⃒⃒
⃒
2

𝑀2 .
(2.5)

Будем считать, что априорно известна сле-
дующая информация о решении и ошибках
измерений:

‖𝛿𝜃‖2𝐸 = 𝛿2, ‖z‖2𝐸 ⩽𝑀2, (2.6)

где 𝛿2 и 𝑀2 — заданные числа.
После построения матрицы A уравнения

системы проверяются на выполнение следую-
щего условия:

⃦⃦
⃦a(𝑖)

⃦⃦
⃦
2

𝐸
𝑀2 ⩾ 𝑤2

𝑖,𝛿, (2.7)

где a(𝑖) — есть 𝑖-я вектор-строка матри-
цы A. Далее уравнения системы сортиру-
ются по рангу. Чем меньше величина 𝜌𝑖 =

=
⃦⃦
a(𝑖)
⃦⃦2
𝐸
𝑀2−𝑤2

𝑖,𝛿, тем меньше значение име-
ет ранг уравнения. Из системы выбираются
уравнения в верхней части системы. Необ-
ходимое количество уравнений определяется
числом неизвестных.

Таким образом, начальная система урав-
нений при помощи ортогонального преобразо-
вания плоских вращений приводится к экви-
валентной системе. Углы поворота находятся
путем определения максимума функционала,
характеризующего соотношение коэффициен-
тов системы, априорной информации о реше-
нии и правых частях. Алгоритм реализуется
итерационно, до тех пор, пока sin (𝜑) ̸= 0, а
cos (𝜑) ̸= 1, где 𝜑 — угол поворота. В про-
тивном случае итерации прекращаются. Про-
веденные тестовые численные эксперименты
показали, что при использовании точных дан-
ных, а также известных 𝑀 и 𝑧 любая комби-
нация 𝑛 уравнений системы (2.1) дает точное
решение для коэффициентов разложения. В
случае зашумления данных измерений выбор
любых 𝑛 уравнений не дает нам известно-
го решения. После работы процедуры, когда
в верхних 𝑛 уравнениях учтена вся инфор-
мация из данных измерений, полученное ре-
шение хорошо согласуется с первоначально
заданным.
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