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ОБ УСЛОВИИ РАЗВИТИЯ ИЗОЛИРОВАННОГО ДЕФЕКТА
ПРИ МОДЕЛИРОВАНИИ ГИДРАВЛИЧЕСКОГО РАЗРЫВА

НЕФТЕНОСНОГО ПЛАСТА
Дунаев В. И., Терещенко И. А., Молдаванов С. Ю.

В работе исследуется термодинамически полное условие хрупкого разрушения при моде-
лировании гидравлического разрыва нефтеносного пласта. В качестве модели нефтеносного
пласта, подвергнутого гидравлическому воздействию, рассматривается бесконечное тело,
находящееся в плоском деформированном состоянии, ослабленное узким эллиптическим
отверстием. На границе скважины действует давление. На удаленной границе действует
боковая нагрузка, обусловленная горным давлением. Получено соотношение, определяю-
щее связь между характерным размером изолированного дефекта (полудлина эллипса) и
критическим давлением на стенку скважины, при котором возможно его развитие, с уче-
том бокового давления и термодинамических параметров пласта (температура и линейный
коэффициент теплового расширения).
Ключевые слова: изолированный дефект, плоская задача теории упругости, интегралы вы-
свобождающейся внутренней энергии, комплексные потенциалы, конформное отображение.
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Abstract. The paper investigates the thermodynamically complete condition of brittle fracture
in the simulation of hydraulic fracturing of an oil reservoir. An infinite body in a flat deformed
state weakened by a narrow elliptical hole is considered as a model of an oil-bearing reservoir
subjected to hydraulic action. Pressure acts on the borehole boundary. Lateral pressure due
to mountain pressure acts on the remote border. A relation is obtained that determines the
relationship between the characteristic size of an isolated defect (half-length of an ellipse) and
the critical pressure on the well wall at which its development is possible, taking into account
the lateral pressure and thermodynamic parameters of the formation (temperature and linear
coefficient of thermal expansion).
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1. Введение

В данной работе исследуется термодина-
мически полное энергетическое условие хруп-
кого разрушения материалов под действием
нагрузок, приложенных как к поверхности
трещины, так и к удаленной поверхности те-
ла, сформулированное в работах [1–4]. Такое
условие возникает при моделировании гидрав-
лического разрыва нефтеносного пласта, на-
ходящегося под действием боковой нагрузки,
обусловленной горным давлением [5]. В ка-

честве модели нефтеносного пласта, подверг-
нутого гидравлическому воздействию, рас-
сматривается бесконечное тело, находящее-
ся в плоском деформированном состоянии,
ослабленное узким эллиптическим отверсти-
ем. На границе отверстия и на бесконечно-
сти действуют заданные давления. Рассмат-
риваемое условие для плоского напряженно-
деформированного состояния имеет вид [3]
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(1.1)

где 𝑎 — характерный линейный размер дефек-
та Σ (например, полудлина трещины, боль-
шая полуось «узкого» эллипса, и т.д.). Все
остальные параметры, характеризующие ли-
нейные размеры контура Σ (в обозначениях
формулы (1.1) имеющего длину Σ(𝑎)), далее
предполагаются функциями от 𝑎;

𝛾 — удельная внутренняя энергия, затра-
ченная на образование единицы длины кон-
тура дефекта Σ(𝑎);

𝜎
(𝑙
𝑖𝑗 , 𝑢

(𝑙)
𝑖 , 𝑙 = 0, 1 — компоненты тензора

напряжения и вектора перемещения. Верх-
ний индекс (0) относится к соответствующим
компонентам до образования в теле новой по-
верхности, а индекс (1) к этим же величинам
после ее образования;

𝑛𝑗 — компоненты вектора нормали к кон-
туру Σ;

𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера;
𝛼01 = 𝛼0 для плоского напряженного со-

стояния, 𝛼01 = 𝛼0 (1 + 𝜈) для плоской дефор-
мации;

𝛼0 — линейный коэффициент теплового
расширения;

𝑇0 — абсолютная температура;
𝑘1 = 𝐸/(1− 𝜈) — для плоского напряжен-

ного состояния, 𝑘1 = 𝐸/(1− 2𝜈) — для плос-
кой деформации;

𝐸 — модуль упругости;
𝜈 — коэффициент Пуассона.

2. Комплексная параметризация
интегралов высвобождающейся

внутренней энергии

В плоской задаче теории упругости ком-
поненты тензора напряжения и вектора пе-
ремещения определяются через две анали-
тические функции 𝜑 (𝑧) и 𝜓(𝑧) комплекс-
ного переменного по формулам Колосова–
Мусхелишвили [6]

𝜎11 + 𝜎22 = 2
[︁
𝜑′(𝑧) + 𝜑′(𝑧)

]︁
;

𝜎22 − 𝜎11 + 2𝑖𝜎21 = 2
[︀
𝑧𝜑′′(𝑧) + 𝜓′(𝑧)

]︀
; (2.1)

2𝜇 (𝑢1 + 𝑖𝑢2) = 𝜒𝜑(𝑧)− 𝑧𝜑′(𝑧)− 𝜓(𝑧).

В последнем выражении (2.1) введены обо-
значения: 𝜒 = 3− 4𝜈 для плоского деформи-
рованного состояния и 𝜒 = (3− 𝜈) /(1 + 𝜈) —
для плоского напряженного состояния 𝜇 =
= 𝐸/[2 (1 + 𝜈)]. Черта сверху означает ком-
плексную сопряженную величину. Учитывая
соотношения 𝑛1𝑑𝑠 = 𝑑𝑥2 и 𝑛2𝑑𝑠 = −𝑑𝑥1, ин-
тегралы в выражении (1.1) запишутся в виде
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Исходя из определения интеграла от
функции комплексного переменного
𝑓 (𝑧) = 𝑢 (𝑥1, 𝑥2) + 𝑖𝑣 (𝑥1, 𝑥2) через два кри-
волинейных интеграла от действительных
функций 𝑢 (𝑥1, 𝑥2) и 𝑣 (𝑥1, 𝑥2), имеем
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Учитывая выражение (2.3) для функций
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𝑓2(𝑧) = 𝑢
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(1)
1 ,

представим интегралы (2.2) в следующем ви-
де:
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В выражении (2.4) символом 𝑅𝑒 обозначают-
ся действительные части соответствующих
интегралов.

Подставляя в выражение (2.4) равенства
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получаем
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Тогда, с учетом формул Колосова–Мусхе-
лишвили (2.1), интегралы (2.5) принимают
вид
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3. Вычисление интегралов
высвобождающейся внутренней

энергии
Если контур дефекта Σ подвергнут рав-

номерному давлению, граничное условие для
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функций 𝜑1(𝑧) и 𝜓1(𝑧) при 𝑧 ∈ Σ имеет вид [6]

𝜑1(𝑧) + 𝑧𝜑′1(𝑧) + 𝜓1(𝑧) = −𝑃𝑧 (3.1)

или, соответствующее условию (3.1), выраже-
ние в комплексно-сопряженной форме

𝜑1(𝑧) + 𝑧𝜑′1(𝑧) + 𝜓1(𝑧) = −𝑃𝑧. (3.2)

Функции 𝜑0(𝑧) и 𝜓0(𝑧), определяющие напря-
женно-деформированное состояние плоскости
без дефекта, подвергнутой равномерному дав-
лению 𝑝, имеют соответственно вид [6]
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2
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×
(︀
𝑧𝜑′′1(𝑧) + 𝜓′

1(𝑧)
)︀
+

+
[︁(︁𝑝

2
(1− 𝜒) + 𝑃

)︁
𝑧 + (1 + 𝜒)𝜑1(𝑧)

]︁
×

×
(︁
𝜑′1(𝑧) + 𝜑′1(𝑧)

)︁}︁
𝑑𝑧

}︃
+

+
𝛼01𝑇0𝑘1

2𝜇
×

× Re

{︃
1

𝑖

∮︁

Σ

(︁
(1 + 𝜒)𝜑1(𝑧) + 𝑃𝑧

)︁
𝑑𝑧

}︃
. (3.4)

Решение задачи теории упругости для плос-
кости, ослабленной эллиптическим отверсти-
ем (дефектом) Σ, когда на границе дефекта
действует равномерное давление 𝑃 , а на бес-
конечности — равномерное давление 𝑝, имеет
вид [6]

𝜑1 (𝜉) = −𝑅𝑝
2
𝜉 −

(︁
𝑃 − 𝑝

2

)︁ 𝑅𝑚
𝜉

;

𝜓1 (𝜉) = −𝑅 (𝑃 − 𝑝)

(︀
1 +𝑚2

)︀
𝜉

𝜉2 −𝑚
.

(3.5)

При этом переменные 𝜉 и 𝑧 связаны соотно-
шением

𝑧 = 𝜔 (𝜉) = 𝑅

(︂
𝜉 +

𝑚

𝜉

)︂
, (3.6)

определяющим конформное отображение
внешности единичной окружности в плоско-
сти 𝜉 на внешность эллиптического контура
в плоскости 𝑧.

В выражениях (3.5), (3.6) приняты обо-
значения

𝑅 =
𝑎

2
(1 + 𝜉) ; 𝑚 =

1− 𝜀

1 + 𝜀
; 𝜀 =

𝑏

𝑎
,

где 𝑎 и 𝑏 — полуоси эллипса, 𝑏 ⩽ 𝑎.
Переходя к переменной 𝜉 по формуле (3.6)

в интегралах (3.4) получим

𝑈 =

= − 1

4𝜇
Re

{︃
1

𝑖

∮︁

Ω

{︃
𝑝
[︁
(1 + 𝜒)𝜑1 (𝜎) + 𝑃𝜔 (𝜎)

]︁
−

−
[︁(︁𝑝

2
(1− 𝜒) + 𝑃

)︁
𝜔 (𝜎) + (1 + 𝜒)𝜑1 (𝜎)

]︁
×

×
[︂
𝜔 (𝜎)

𝜑′′1 (𝜎)𝜔
′ (𝜎)− 𝜑′1 (𝜎)𝜔

′′ (𝜎)

(𝜔′ (𝜎))3
+
𝜓′
1 (𝜎)

𝜔′ (𝜎)

]︂
+

+
[︁(︁𝑝

2
(1− 𝜒) + 𝑃

)︁
𝜔 (𝜎) + (1 + 𝜒)𝜑′1 (𝜎)

]︁
×

×
[︃
𝜑′1 (𝜎)
𝜔′ (𝜎)

+
𝜑′1 (𝜎)

𝜔′ (𝜎)

]︃}︃
𝜔′ (𝜎) 𝑑𝜎

}︃
+

+
𝛼01𝑇0𝑘1

2𝜇
Re

{︃
1

𝑖

∮︁

Σ

(︁
(1 + 𝜒)𝜑1 (𝜎)+

+ 𝑃𝜔 (𝜎)
)︁
𝜔′ (𝜎) 𝑑𝜎

}︃
. (3.7)

Здесь 𝜎 = 𝑒𝑖𝜃, 0 ⩽ 𝜃 ⩽ 2𝜋 — произвольная
точка единичной окружности Ω.

C учетом выражений (3.5), (3.6) интегра-
лы (3.7) имеют вид

𝑈 = −𝑅
2

8𝜇
Re

{︃
1

𝑖

∮︁

Ω

{︃
2𝑝

[︂
𝑃
(︀
1 +𝑚2𝜒

)︀
−

− 𝑝

2
(1 + 𝜒)

(︀
1 +𝑚2

)︀]︂ 1
𝜎
−

− 2 (𝑃 − 𝑝)
(︀
1−𝑚2

)︀
×

×
[︂
(𝑃 − 𝜒𝑝)

𝜎

𝜎2 −𝑚
− (𝜒𝑃 − 𝑝)

𝑚

𝜎 (𝜎2 −𝑚)

]︂
+

+
[︀
(𝑃 − 𝜒𝑝) +𝑚2 (𝜒𝑃 − 𝑝)

]︀
×

×
[︂
𝑚 (2𝑃 − 𝑝)− 𝜎2𝑝

𝜎 (𝜎2 −𝑚)
+
𝑚 (2𝑃 − 𝑝)𝜎2 − 𝑝

𝜎 (1−𝑚𝜎2)

]︂
−
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−𝑚 (𝑃 − 𝜒𝑝)×

×
[︂
𝑚 (2𝑃 − 𝑝)− 𝜎2𝑝

𝜎3 (𝜎2 −𝑚)
+
𝑚 (2𝑃 − 𝑝)𝜎2 − 𝑝

𝜎3 (1−𝑚𝜎2)

]︂
−

−𝑚 (𝜒𝑃 − 𝑝)

(︀
𝑚 (2𝑃 − 𝑝)− 𝜎2𝑝

)︀
𝜎

(𝜎2 −𝑚)

}︃
𝑑𝜎

}︃
+

+
𝛼01𝑇0𝑘1𝑅

2

2𝜇
×

× Re

{︃
1

𝑖

∮︁

Ω

[︂
𝑃
(︀
1 +𝑚2𝜒

)︀
−

− 𝑝

2
(1 + 𝜒)

(︀
1 +𝑚2

)︀]︂ 1
𝜎
𝑑𝜎

}︃
. (3.8)

Подынтегральные функции в интегралах
(3.8) регулярны внутри единичной окружно-
сти Ω включая ее границу, за исключением
полюсов в точках 𝜎 = 0 и 𝜎 = ±√

𝑚, лежащих
внутри Ω. Следовательно, интегралы (3.8) вы-
числяются при помощи теоремы о вычетах.
Вычисляя интегралы (3.8), после преобразо-
ваний, получаем

𝑈 =
𝜋

2𝜇
𝑅2
[︁
𝑃 2
(︀
1 +𝑚2𝜒

)︀
−

−𝑃𝑝 (1 + 𝜒)
(︀
1 +𝑚2

)︀
+
𝑝2

2
(1 + 𝜒)

(︀
1 +𝑚2

)︀
+

+ 2𝛼01𝑇0𝑘1×
×
(︁
𝑃
(︀
1 +𝑚2𝜒

)︀
− 𝑝

2
(1 + 𝜒)

(︀
1 +𝑚2

)︀)︁]︁
.

(3.9)

При 𝜀 = 1 (в случае дефекта круглой формы)
𝑚 = 0, 𝑅 = 𝑎 и выражение (3.9) имеет вид

𝑈 =
𝜋

8𝜇
𝑎2
(︂
𝑃 2 − 𝑃𝑝 (1 + 𝜒) +

𝑝2

2
(1 + 𝜒)+

+ 2𝛼01𝑇0𝑘1

(︁
𝑃 − 𝑝

2
(1 + 𝜒)

)︁)︂
. (3.10)

Соотношение (3.10) совпадает с выражением
для высвобождающейся внутренней энергии,
полученной в работе [4].

При 𝜀 = 0 (в этом случае моделью трещи-
ны является математический разрез) 𝑚 = 1,
𝑅 = 𝑎/2 и выражение (3.9) имеет вид

𝑈 =
𝜋

8𝜇
(1 + 𝜒) 𝑎2×

×
(︀
𝑃 2 − 2𝑃𝑝+ 𝑝2 + 2𝛼01𝑇0𝑘0 (𝑃 − 𝑝)

)︀
.

(3.11)

Для плоского деформированного состояния
выражение (3.11) запишется в виде

𝑈 =
𝜋
(︀
1− 𝜈2

)︀

𝐸
𝑎2×

×
(︀
𝑃 2 − 2𝑃𝑝+ 𝑝2 + 2𝛼01𝑇0𝑘0 (𝑃 − 𝑝)

)︀
.

(3.12)

В (3.12) 𝑘0 = 𝐸 (1 + 𝜈)/(1− 2𝜈).
Тогда, следуя обозначениям, принятым в

выражениях (1.1), для математического раз-
реза имеем

𝑊 (𝑎) = 𝑈 (𝑎)− 4𝛾𝑎. (3.13)

Дифференцируя в соответствии с условием
(1.1) равенство (3.13) с учетом (3.12), получим

𝑃 2 − 2𝑃𝑝+ 𝑝2 + 2𝛼0𝑇0𝑘0 (𝑃 − 𝑝)−

− 2

𝜋

𝐸

1− 𝜈2
𝛾

𝑎
= 0. (3.14)

Если на удаленной границе давление отсут-
ствует, т.е. 𝑝 = 0 из равенства (3.14) имеем

𝑃 2 + 2𝛼0𝑇0𝑘0𝑃 − 2

𝜋

𝐸

1− 𝜈2
𝛾

𝑎
= 0. (3.15)

Равенство (3.15) было получено в работе [3].
Выражение (3.14) позволяет определить

критическое давление, при котором возмож-
но развитие трещины с учетом бокового дав-
ления на удаленной от дефекта границе, в
зависимости от механических и термодина-
мических параметров среды.
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