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О ДИСКРЕТИЗАЦИИ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ
БЛОЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ С РАЗНЫМИ ГРАНИЧНЫМИ

УСЛОВИЯМИ ДЛЯ ТРЕЩИН НОВОГО ТИПА
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Блочные элементы граничных задач для дифференциальных уравнений в частных произ-
водных обладают значительным набором различных свойств, которые находятся в процессе
изучения. Зачастую выявляются определенные их свойства на примере граничных задач
одного типа. Затем выявляются новые свойства, но уже для другого типа граничных задач.
Естественно, возникают вопросы относительно принадлежности этих свойств обоим типам
граничных задач или исключения такой возможности. В настоящей работе анализируются
подобные свойства, связанные с дискретностью топологической структуры блочных элемен-
тов граничных задач для разных типов граничных задач, независимость от размерности
областей рассмотрения. Рассматриваемые вопросы важны для моделирования трещин нового
типа.
Ключевые слова: граничные задачи, метод блочного элемента, упакованные блочные элемен-
ты, дискретные топологические пространства, уравнение Гельмгольца.
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Abstract. Block elements of boundary value problems for partial differential equations have
a significant set of different properties that are in the process of being studied. Often certain
of their properties are revealed by the example of boundary value problems of the same type.
Then new properties are revealed, but for a different type of boundary value problems. Naturally,
questions arise as to whether these properties belong to both types of boundary value problems,
or the exclusion of such a possibility. In this paper, we analyze similar properties related to the
discreteness of the topological structure of block elements of boundary problems for different types
of boundary conditions, independence from the dimension of the areas of consideration. The issues
under consideration are important for modeling cracks of a new type.
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Введение

В настоящей работе остановимся на свой-
ствах решений граничных задач для уравне-
ний Гельмгольца. Им посвящены многочис-
ленные работы, часть из которых приведена в
цитированиях [1–12]. Особое значение имеют
блочные элементы, построенные для гранич-
ных задач этих уравнений. Согласно теории
фрактальностей, как указано в работе [13], им
принадлежит важная роль в проблеме моде-
лирования процессов и явлений макромира.

Блочные элементы нашли достаточно за-
метное применение в различных областях
механики, прикладной математики, сейсмо-
логии, экологии и в других науках. Так, с
их применением были обнаружены новые ти-
пы землетрясений, единственных, которые
можно прогнозировать, названных «старто-
выми» [14], новые типы трещин, дополняю-
щих трещины Гриффитса [15], новые способы
разложения решений граничных задач слож-
ных систем дифференциальных уравнений в
частных производных по решениям гранич-
ных задач отдельных уравнений в этих же
областях [16]. В процессе решения этих задач
применяются те или иные свойства блочных
элементов.

В работе [17] исследуются свойства сово-
купностей блочных элементов в некоторой
трехмерной области на примере граничной
задачи Дирихле.

В работе [18] изучаются топологические
свойства блочных элементов как объектов
дискретного топологического пространства.
Однако здесь исследование проводится на
примере граничной задачи Неймана. Обе ра-
боты важны для дальнейшего исследования в
проблеме моделирования трещин нового типа.
Возникает вопрос совместимости выявленных
свойств для каждого типа граничных задач.
Это важно в разных вопросах применения
блочных элементов. Для решения этого во-
проса сопоставим результаты исследований в
этих работах.

Ниже приводятся результаты сопоставле-
ния, которые подтверждают взаимную пре-
емственность свойств блочных элементов для
каждого типа граничных условий блочных
элементов.

В работе [17] исследуется граничная за-
дача Дирихле при произвольных граничных
условиях для этого же уравнения. Практика
применения метода блочного элемента пока-
зала, что особенный интерес вызывает ис-

следование совокупностей блочных элемен-
тов. Здесь удается вскрывать новые свойства
блочных структур, ранее не замеченных при
исследовании их приближенными или толь-
ко численными методами. Это же можно, в
какой-то степени, отнести и к настоящей ра-
боте, где выявляются закономерности упако-
ванных блочных элементов, их связь с дис-
кретными топологическими пространствами.

1. Исследование первой задачи

Ниже излагается пример сопряжения упа-
кованных блочных элементов, имеющих но-
сители в виде неограниченных клиновидных
областей.

Применением преобразования Фурье к
дифференциальному уравнению трехмерной
граничной задачи
[︀
𝜕2𝑥1 + 𝜕2𝑥2 + 𝜕2𝑥3 + 𝑝2

]︀
×

× 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 0 (1.1)

и граничным условиям по параметру 𝑥3. По-
лучаем двумерное дифференциальное урав-
нение с параметром вида

(︀
𝜕2𝑥1 + 𝜕2𝑥2 + 𝑘2

)︀
𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝛼3) = 0,

𝑘2 = 𝑝2 − 𝛼2
3.

Используя один из способов касательного рас-
слоения границы, после применения двумер-
ного преобразования Фурье и введения внеш-
них форм приходим к функциональным урав-
нениям вида

(𝛼2
1 + 𝛼2

2 + 𝑘2)𝑈(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) =

∫︁

𝜕Ω

𝜔,

𝜔 =
𝜕𝑢(0, 𝑥2, 𝛼3)

𝜕𝑥1
𝑒𝑖𝛼2𝑥2𝑑𝑥2−

− 𝑖𝛼1𝑢(0, 𝑥2, 𝛼3)𝑒
𝑖𝛼2𝑥2𝑑𝑥2+

+
𝜕𝑢(𝑥1,0, 𝛼3)

𝜕𝑥2
𝑒𝑖𝛼1𝑥1𝑑𝑥1−

− 𝑖𝛼2𝑢(𝑥1, 0, 𝛼3)𝑒
𝑖𝛼1𝑥1𝑑𝑥1.

Здесь приняты обозначения

𝑈(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) =

∫︁∫︁∫︁

Ω

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)×

× 𝑒𝑖⟨𝛼x⟩𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑥3,

⟨𝛼x⟩ = 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + 𝛼3𝑥3,
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𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =
1

8𝜋3

∫︁∫︁∫︁

𝑅3

𝑈(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3)×

× 𝑒−𝑖⟨𝛼x⟩𝑑𝛼1𝑑𝛼2𝑑𝛼3.

Таким образом, граничную задачу свели к
двумерной.

Правую часть в функциональном уравне-
нии можно представить в виде

∫︁

𝜕Ω

𝜔 =

0∫︁

−∞

𝜕𝑢(0, 𝑥2, 𝛼3)

𝜕𝑥1
𝑒𝑖𝛼2𝑥2𝑑𝑥2−

− 𝑖𝛼1

0∫︁

−∞

𝑢(𝑐, 𝑥2, 𝛼3)𝑒
𝑖𝛼2𝑥2𝑑𝑥2+

+

0∫︁

−∞

𝜕𝑢(𝑥1,0, 𝛼3)

𝜕𝑥2
𝑒𝑖𝛼1𝑥1𝑑𝑥1−

− 𝑖𝛼2

0∫︁

−∞

𝑢(𝑥1, 𝑏, 𝛼3)𝑒
𝑖𝛼1𝑥1𝑑𝑥1.

Вычислив одномерные интегралы, которые
являются преобразованиями Фурье соот-
ветствующих функций, можем представить
функциональное уравнение в форме

(𝛼2
1 + 𝛼2

2 − 𝑘2)𝑈(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) =

=
𝜕𝑈(0, 𝛼2, 𝛼3)

𝜕𝑥1
− 𝑖𝛼1𝑈(0, 𝛼2, 𝛼3)+

+
𝜕𝑈(𝛼1,0, 𝛼3)

𝜕𝑥2
− 𝑖𝛼2𝑈(𝛼1,0, 𝛼3). (1.2)

В дальнейшем прописной буквой будут обо-
значаться преобразования Фурье, вычислен-
ные от функций, представленных соответ-
ствующей строчной буквой.

Рассмотрим случай задачи Дирихле. Вне-
сем в правую часть (1.2) значения функций
(1.1), имеем

(𝛼2
1 + 𝛼2

2 − 𝑘2)𝑈(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) =

=
𝜕𝑈(0, 𝛼2, 𝛼3)

𝜕𝑥1
− 𝑖𝛼1𝐹2(0, 𝛼2, 𝛼3)+

+
𝜕𝑈(𝛼1,0, 𝛼3)

𝜕𝑥2
− 𝑖𝛼2𝐹1(𝛼1,0, 𝛼3).

Для выполнения алгоритма внешнего анали-
за факторизуем коэффициент функциональ-

ного уравнения по каждому параметру

(𝛼2
1 + 𝛼2

2 − 𝑘2) = (𝛼1 − 𝛼1−)(𝛼1 + 𝛼1−) =
= (𝛼2 − 𝛼2−)(𝛼2 + 𝛼2−),

𝛼1− = −𝑖
√︁
𝛼2
2 − 𝑘2, 𝛼2− = −𝑖

√︁
𝛼2
1 − 𝑘2,

Im𝛼1− ⩽ 0, Im𝛼2− ⩽ 0.

Условие автоморфизма для носителя и функ-
ций на нем приводит к псевдодифференци-
альным уравнениям вида

𝜕𝑈(0, 𝛼2−, 𝛼3)

𝜕𝑥1
− 𝑖𝛼1𝐹2(0, 𝛼2−, 𝛼3)+

+
𝜕𝑈(𝛼1,0, 𝛼3)

𝜕𝑥2
− 𝑖𝛼2−𝐹1(𝛼1,0, 𝛼3) = 0,

𝜕𝑈(0, 𝛼2, 𝛼3)

𝜕𝑥1
− 𝑖𝛼1−𝐹2(0, 𝛼2, 𝛼3)+

+
𝜕𝑈(𝛼1−,0, 𝛼3)

𝜕𝑥2
− 𝑖𝛼2𝐹1(𝛼1−,0, 𝛼3) = 0.

Неизвестными в псевдодифференциальном
уравнении являются функции

𝜕𝑈(0, 𝛼2−, 𝛼3)

𝜕𝑥1
,

𝜕𝑈(𝛼1−,0, 𝛼3)

𝜕𝑥2
,

𝜕𝑈(0, 𝛼2, 𝛼3)

𝜕𝑥1
,

𝜕𝑈(𝛼1,0, 𝛼3)

𝜕𝑥2
.

Решение псевдодифференциальных уравне-
ний, найденное с требованием обращения в
ноль псевдодифференциальных уравнений
вне области Ω1, приводит после преобразо-
ваний к следующему виду функционального
уравнения

(𝛼2
1 + 𝛼2

2 − 𝑘2)𝑈(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) =

= [𝐹1(𝛼1−,0, 𝛼3)− 𝐹1(𝛼1,0, 𝛼3)] (𝛼2 − 𝛼2−)+
+ [𝐹2(0, 𝛼2−, 𝛼3)− 𝐹2(0, 𝛼2, 𝛼3)] (𝛼1 −𝛼1−).

Тогда решение, представляющее упакован-
ный блочный элемент, принимает вид

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =
1

8𝜋3

∫︁∫︁∫︁

𝑅3

𝑈1(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3)×

× 𝑒−𝑖⟨𝛼x⟩𝑑𝛼1𝑑𝛼2𝑑𝛼3,

𝑈(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) =
𝑖

(𝛼2
1 + 𝛼2

2 − 𝑘2)
×

×
⟨
[𝐹1(𝛼1−,0, 𝛼3)− 𝐹1(𝛼1,0, 𝛼3)] (𝛼2 −𝛼2−)+

+[𝐹2(0, 𝛼2−, 𝛼3)− 𝐹2(0, 𝛼2, 𝛼3)] (𝛼1−𝛼1−)
⟩
.
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Для осуществления сопряжения упакованных
блочных элементов этим же методом постро-
им еще один упакованный блочный элемент,
имеющий носитель в области Ω2.

Повторим этот же алгоритм для построе-
ния решения 𝑤(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) граничной задачи
для уравнения Гельмгольца в указанной об-
ласти

(︀
𝜕2𝑥1 + 𝜕2𝑥2 + 𝑘2

)︀
𝑤(𝑥1, 𝑥2, 𝛼3) = 0,

𝑘2 = 𝑝2 − 𝛼2
3,

𝑤(0, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑓4(𝑥2, 𝑥3),

𝑤(𝑥1,0, 𝑥3) = 𝑓3(𝑥1, 𝑥3).

После выполнения описанного выше алгорит-
ма получаем представление решения в форме
упакованного блочного элемента, имеющего
представление

𝑤(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =
1

8𝜋3

∫︁∫︁∫︁

𝑅3

𝑊 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3)×

× 𝑒−𝑖⟨𝛼x⟩𝑑𝛼1𝑑𝛼2𝑑𝛼3,

𝑊 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) =
𝑖

(𝛼2
1 + 𝛼2

2 − 𝑘2)
×

×
⟨
[𝐹3(𝛼1+,0, 𝛼3)− 𝐹3(𝛼1,0, 𝛼3)] (𝛼2 −𝛼2−)+

−[𝐹4(0, 𝛼2−, 𝛼3)− 𝐹4(0, 𝛼2, 𝛼3)] (𝛼1−𝛼1+)

⟩
.

Докажем, что сопряжение построенных упа-
кованных блочных элементов вновь приводит
к упакованному блочному элементу этой же
граничной задачи с носителем, являющимся
объединением носителей сопрягаемых блоч-
ных элементов. Наличие угловых точек гра-
ниц носителей блочных элементов не вызы-
вает сложностей при их сопряжении. Требуя
на вертикальных границах блочных элемен-
тов выполнение отношений эквивалентности,
состоящих в слиянии границ носителей и сов-
падении на них напряжений и перемещений,
а также сложение горизонтальных границ,
получим выражения

𝐹2(0, 𝛼2, 𝛼3) = 𝐹4(0, 𝛼2, 𝛼3),

𝐹1(𝛼1,0, 𝛼3) + 𝐹3(𝛼1,0, 𝛼3) = 𝐹 (𝛼1,0, 𝛼3).

Используя их, а также свойства факторизо-
ванных функций, осуществив сокращения,

получаем упакованный блочный элемент в
полупространстве

𝑉 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) =

= 𝑈(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) +𝑊 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) =

=
𝑖

(𝛼2
1 + 𝛼2

2 − 𝑘2)
×

×
⟨
[𝐹1(𝛼1−,0, 𝛼3)− 𝐹1(𝛼1,0, 𝛼3)] (𝛼2 −𝛼2−)+

+[𝐹3(𝛼1+,0, 𝛼3)− 𝐹3(𝛼1,0, 𝛼3)] (𝛼2−𝛼2−)
⟩

=

= − 𝑖

(𝛼2
1 + 𝛼2

2 − 𝑘2)
𝐹 (𝛼1,0, 𝛼3)(𝛼2 − 𝛼2−).

Для проверки построим решение этой же гра-
ничной задачи

(︀
𝜕2𝑥1 + 𝜕2𝑥2 + 𝑘2

)︀
𝑣(𝑥1, 𝑥2, 𝛼3) = 0,

𝑘2 = 𝑝2 − 𝛼2
3, 𝑥2 ⩽ 0,

𝑣(𝑥1,0, 𝛼3) = 𝑓(𝑥1,0, 𝛼3), |𝑥1| ⩽ ∞,

в области Ω как методом блочного элемента,
так и методом интегральных преобразований.
Повторяя описанную процедуру метода блоч-
ного элемента к этой граничной задаче, полу-
чим решение в форме упакованного блочного
элемента

𝑉 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) = − 𝑖

(𝛼2
1 + 𝛼2

2 − 𝑘2)
×

× 𝐹 (𝛼1,0, 𝛼3)(𝛼2 − 𝛼2−),

𝑣(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = − 1

8𝜋3

∫︁∫︁∫︁

𝑅3

𝑉 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3)×

× 𝑒−⟨𝛼𝑥⟩𝑑𝛼1𝑑𝛼2𝑑𝛼3.

Оно совпадает с предыдущим значением.

2. Исследование второй задачи

Вторая задача посвящена исследованию
топологической структуры блочных элемен-
тов уравнений Гельмгольца в виде квадран-
тов на плоскости. Выполним на плоскости
следующие построения. Во второй работе рас-
сматривается во всей плоскости однородное
уравнение Гельмгольца вида

(Δ + 𝑝2)𝑔 = 0, 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑅2 ≡ Ω.

Здесь нет граничной задачи, а потому и блоч-
ного элемента, однако для иллюстрации топо-
логической дискретизации рассматриваемое
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уравнение является наиболее удобным. На-
чинаем вводить топологическую структуру
с самой грубой топологии, тривиальной. На-
поминаем, что топологически блочный эле-
мент представляет декартово произведение
носителя и решения граничной задачи на но-
сителе, представленного в виде упакованного
блочного элемента. В нашем случае имеем
𝑔 = Ω× 0. Топологическая структура вклю-
чает открытые множества в носителе и ре-
шениях уравнения в упакованных блочных
элементах. Тривиальная топология включает
пустое множество и приведенное 𝑔. Расши-
рим множество введением в рассмотренном
множестве некоторых упакованных блочных
элементов. Введем в прямоугольной системе
координат 𝑜𝑥1𝑥2𝑥3 четыре полуплоскости с
нормалями к границам, совпадающими с по-
ложительными или отрицательными коорди-
натными полуосями. Введем их обозначения
Ω1(|𝑥1| ⩽ ∞, 𝑥2 > 0), Ω2(|𝑥2| ⩽ ∞, 𝑥1 < 0),
Ω3(|𝑥1| ⩽ ∞, 𝑥2 < 0), Ω4(|𝑥2| ⩽ ∞, 𝑥1 > 0).
В каждой области, как носителе, решим гра-
ничные задачи для уравнения Гельмгольца с
приведенными ниже граничными условиями
вида

(Δ + 𝑝2)𝑔𝑛 = 0, 𝑛 = 1, . . . , 4,

𝜕1 =
𝜕

𝜕𝑥1
, 𝜕2 =

𝜕

𝜕𝑥2
,

𝜕2𝑔1(𝑥1,0) = 𝑞1(𝑥1), 𝑔1(𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω1,

𝜕1𝑔2(0, 𝑥2) = 𝑞2(𝑥2), 𝑔2(𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω2,

𝜕2𝑔3(𝑥1,0) = 𝑞1(𝑥1), 𝑔3(𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω3,

𝜕1𝑔4(0, 𝑥2) = 𝑞2(𝑥2), 𝑔4(𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω4.

Здесь 𝑞𝑛(𝑥𝑛), 𝑛 = 1, 2, некоторые гладкие
функции.

В дальнейшем введем в рассмотрение дву-
мерный F2 и одномерный F1 операторы пре-
образования Фурье соответственно, положив

F2 ≡ F2(𝛼1, 𝛼2), F1 ≡ F1(𝛼𝑛),

𝑄(𝛼𝑛) = F1(𝛼𝑛)𝑞(𝑥𝑛) =

=

∫︁

𝑙

𝑞(𝑥𝑛) exp 𝑖𝛼𝑛𝑥𝑛𝑑𝑥𝑛,

𝐺(𝛼1, 𝛼2) = F2(𝛼1, 𝛼2)𝑔(𝑥1, 𝑥2) =

=

∫︁∫︁

Ω

𝑔(𝑥1, 𝑥2) exp 𝑖(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2)𝑑𝑥1𝑑𝑥2.

Здесь 𝑙, Ω являются носителями функций
интегрирования. Построим решения гранич-
ных задач в форме упакованных блочных
элементов. Последние имеют вид

𝑔1 (𝑥1, 𝑥2) =

=
1

4𝜋2

∫︁∫︁

𝑅2

𝑄1(𝛼1)

(𝛼2
1 + 𝛼2

2 − 𝑝2)𝛼21+
(𝛼2 − 𝛼21+)×

× 𝑒−𝑖(𝛼1𝑥1+𝛼2𝑥2)𝑑𝛼1𝑑𝛼2,

𝑔2 (𝑥1, 𝑥2) =

=
1

4𝜋2

∫︁∫︁

𝑅2

𝑄2(𝛼2)

(𝛼2
1 + 𝛼2

2 − 𝑝2)𝛼11−
(𝛼11− − 𝛼1)×

𝑒−𝑖(𝛼1𝑥1+𝛼2𝑥2)𝑑𝛼1𝑑𝛼2,

𝑔3 (𝑥1, 𝑥2) =

=
1

4𝜋2

∫︁∫︁

𝑅2

𝑄1(𝛼1)

(𝛼2
1 + 𝛼2

2 − 𝑝2)𝛼21−
(𝛼21− − 𝛼2)×

𝑒−𝑖(𝛼1𝑥1+𝛼2𝑥2)𝑑𝛼1𝑑𝛼2,

𝑔4 (𝑥1, 𝑥2) =

=
1

4𝜋2

∫︁∫︁

𝑅2

𝑄2(𝛼2)

(𝛼2
1 + 𝛼2

2 − 𝑝2)𝛼11+
(𝛼1 − 𝛼11+)×

𝑒−𝑖(𝛼1𝑥1+𝛼2𝑥2)𝑑𝛼1𝑑𝛼2,

𝛼11+ = 𝑖
√︁
𝛼2
2 − 𝑝21, 𝛼21+ = 𝑖

√︁
𝛼2
1 − 𝑝21,

𝛼11− = −𝑖
√︁
𝛼2
2 − 𝑝21, 𝛼21− = −𝑖

√︁
𝛼2
1 − 𝑝21.

Здесь 𝑄𝑛(𝛼𝑠) = F1(𝛼𝑠)𝑞𝑛(𝑥𝑠).
Таким образом, упакованные блочные эле-

менты построены в четырех взаимно пересека-
ющихся полуплоскостях. Они представляют
блочную структуру, блоки которой имеют в
качестве носителей области Ω𝑛, 𝑛 = 1, . . . , 4.

Рассмотрим множества Ω𝑛 × 𝑔𝑛,
𝑛 = 1, . . . , 4. Введем в построенной блоч-
ной структуре топологическую структуру.
Назовем внутренности каждого построенного
упакованного блочного элемента и носителя,
то есть открытые множества, элементами
топологического пространства. Они должны
обладать следующими свойствами: объеди-
нение любого числа таких элементов и пе-
ресечение конечного их числа должно быть
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элементом топологического пространства,
то есть быть упакованным блочным элемен-
том. Кроме этого, пустое множество и вся
совокупность элементов являются элемента-
ми топологического пространства. Все пере-
численные требования выполняются, кроме
одного: пересечение упакованных блочных
элементов обязано быть упакованным блоч-
ным элементом. Очевидно, носители упако-
ванных блочных элементов, то есть полу-
пространства с взаимно перпендикулярными
границами имеют в качестве пересечений все
четыре квадранта прямоугольной системы
координат. Введем следующие их обозначе-
ние: Ω5(𝑥1 > 0, 𝑥2 > 0), Ω6(𝑥1 < 0, 𝑥2 > 0),
Ω7(𝑥1 < 0, 𝑥2 < 0), Ω8(𝑥1 > 0, 𝑥2 < 0). Та-
ким образом, для того, чтобы доказать, что
введенная топологическая структура Ω𝑛× 𝑔𝑛,
Ω4+𝑛 × 𝜑𝑛, 𝑛 = 1, . . . ,4 действительно фор-
мирует топологическое пространство, состо-
ящее из носителей и упакованных блочных
элементов, необходимо показать, что реше-
ния граничных задач для уравнения Гельм-
гольца в каждом квадранте представляет
упакованный блочный элемент. Относитель-
но носителей этот вопрос решен благодаря
индуцированной топологии эвклидова про-
странства. Для блочных элементов любые два
соседних блочных элемента из квадрантов
должны объединяться и представлять упако-
ванный блочный элемент полупространства.
Таким образом, методом блочного элемен-
та необходимо построить решения в форме
упакованных блочных элементов в каждом
квадранте следующих граничных задач

(Δ + 𝑝2)𝜑𝑛 = 0,

𝜕2𝜑1(𝑥1,0) = 𝑞1+(𝑥1), 𝜕1𝜑1(0, 𝑥2) = 𝑞2+(𝑥2),

Ω5(𝑥1 > 0, 𝑥2 > 0),

𝜕2𝜑2(𝑥1,0) = 𝑞1−(𝑥1), 𝜕1𝜑2(0, 𝑥2) = 𝑞2+(𝑥2),

Ω6(𝑥1 < 0, 𝑥2 > 0),

𝜕2𝜑3(𝑥1,0) = 𝑞1−(𝑥1), 𝜕1𝜑3(0, 𝑥2) = 𝑞2−(𝑥2),

Ω7(𝑥1 < 0, 𝑥2 < 0),

𝜕2𝜑4(𝑥1,0) = 𝑞1+(𝑥1), 𝜕1𝜑4(0, 𝑥2) = 𝑞2−(𝑥2),

Ω8(𝑥1 > 0, 𝑥2 < 0).

Здесь приняты обозначения

𝑞1+(𝑥1) = 𝑞1(𝑥1), 𝑥1 ⩾ 0;

𝑞2+(𝑥2) = 𝑞2(𝑥2), 𝑥2 ⩾ 0;

𝑞1−(𝑥1) = 𝑞1(𝑥1), 𝑥1 ⩽ 0;

𝑞2−(𝑥2) = 𝑞2(𝑥2), 𝑥2 ⩽ 0.

Применяя традиционные методы блочного
элемента, включающие этапы внешней алгеб-
ры, внешнего анализа [1–3], получаем четы-
ре упакованных блочных элемента в каждом
квадранте

𝜑𝑛(𝑥1, 𝑥2) =
1

4𝜋2

∫︁∫︁

𝑅2

𝜔𝑛 (𝛼1, 𝛼2)

(𝛼2
1 + 𝛼2

2 − 𝑝2)
×

× 𝑒−𝑖(𝛼1𝑥1+𝛼2𝑥2)𝑑𝛼1𝑑𝛼2,

𝜔1 =

=

[︂
𝛼1

𝛼11+
− 1

]︂⟨
𝑄2+(𝛼2)−

𝛼2𝑄2+(𝛼21+)

𝛼21+

⟩
+

+

[︂
𝛼2

𝛼21+
− 1

]︂⟨
𝑄1+(𝛼1)−

𝛼1𝑄1+(𝛼11+)

𝛼11+

⟩
,

𝜔2 =

=

[︂
1− 𝛼1

𝛼11−

]︂⟨
𝑄2+(𝛼2)−

𝛼2𝑄2+(𝛼21+)

𝛼21+

⟩
+

+

[︂
𝛼2

𝛼21+
− 1

]︂⟨
𝑄1−(𝛼1)−

𝛼1𝑄1−(𝛼11−)
𝛼11−

⟩
,

𝜔3 =

=

[︂
1− 𝛼1

𝛼11−

]︂⟨
𝑄2−(𝛼2)−

𝛼2𝑄2−(𝛼21−)
𝛼21−

⟩
+

+

[︂
1− 𝛼2

𝛼21−

]︂⟨
𝑄1−(𝛼1)−

𝛼1𝑄1−(𝛼11−)
𝛼11−

⟩
,

𝜔4 =

=

[︂
𝛼1

𝛼11+
− 1

]︂⟨
𝑄2−(𝛼2)−

𝛼2𝑄2−(𝛼21−)
𝛼21−

⟩
+

+

[︂
1− 𝛼2

𝛼21−

]︂⟨
𝑄1+(𝛼1)−

𝛼1𝑄1+(𝛼11+)

𝛼11+

⟩
.

Убедимся, что объединение любых двух сосед-
них блочных элементов, имеющих носители
в квадрантах, порождают блочный элемент
в форме полупространства. Такая операция
называется построением фактор-топологии, а
отношения эквивалентности в данном случае
состоят в равенстве функций и их производ-
ных на границе. Названными объединениями
являются следующие объекты

𝜑1(𝑥1, 𝑥2) ∪ 𝜑2(𝑥1, 𝑥2),
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𝜑2(𝑥1, 𝑥2) ∪ 𝜑3(𝑥1, 𝑥2),
𝜑3(𝑥1, 𝑥2) ∪ 𝜑4(𝑥1, 𝑥2),
𝜑4(𝑥1, 𝑥2) ∪ 𝜑1(𝑥1, 𝑥2).

Покажем на примере первого объедине-
ния переход его в упакованный блочный эле-
мент для полупространства. Имеем

𝜑1(𝑥1, 𝑥2) ∪ 𝜑2(𝑥1, 𝑥2) =

=
1

4𝜋2

∫︁∫︁

𝑅2

𝜔1 (𝛼1, 𝛼2)

(𝛼2
1 + 𝛼2

2 − 𝑝2)
×

× 𝑒−𝑖(𝛼1𝑥1+𝛼2𝑥2)𝑑𝛼1𝑑𝛼2+

+
1

4𝜋2

∫︁∫︁

𝑅2

𝜔2 (𝛼1, 𝛼2)

(𝛼2
1 + 𝛼2

2 − 𝑝2)
×

× 𝑒−𝑖(𝛼1𝑥1+𝛼2𝑥2)𝑑𝛼1𝑑𝛼2 =

=
1

4𝜋2

∫︁∫︁

𝑅2

𝜔1 (𝛼1, 𝛼2) + 𝜔2 (𝛼1, 𝛼2)

(𝛼2
1 + 𝛼2

2 − 𝑝2)
×

× 𝑒−𝑖(𝛼1𝑥1+𝛼2𝑥2)𝑑𝛼1𝑑𝛼2.

Отсюда

𝜔1 + 𝜔2 =

=

[︂
𝛼1

𝛼11+
− 1

]︂⟨
𝑄2+(𝛼2)−

𝑄2+(𝛼21+)𝛼2

𝛼21+

⟩
+

+

[︂
𝛼2

𝛼21+
− 1

]︂⟨
𝑄1+(𝛼1)−

𝛼1𝑄1+(𝛼11+)

𝛼11+

⟩
+

+

[︂
1− 𝛼1

𝛼11−

]︂⟨
𝑄2+(𝛼2)−

𝑄2+(𝛼21+)𝛼2

𝛼21+

⟩
+

+

[︂
𝛼2

𝛼21+
− 1

]︂⟨
𝑄1−(𝛼1)−

𝛼1𝑄1−(𝛼11−)
𝛼11−

⟩
.

В этом соотношении выражения

𝛼1

𝛼11+
,

𝛼1

𝛼11−
,

𝛼2

𝛼21+
,

𝛼2

𝛼21+
,

𝛼2𝑄2+(𝛼21+)

𝛼21+
,

𝛼1𝑄1+(𝛼11+)

𝛼11+
,

𝛼1𝑄1−(𝛼11−)
𝛼11−

называются отсекаторами. Они выполняют
функции, обеспечивающие проектирование
решений граничных задач на носители, то
есть обращение решения граничной задачи в
ноль вне носителя. Их роль всплывает при
вычислении обращений преобразований Фу-
рье при получения значений упакованного
блочного элемента в декартовой системе ко-
ординат. Поэтому, при исчезновении границы

между блочными элементами, и операциями с
преобразованиями Фурье во внешних формах,
ими следует пренебрегать, так как граница
исчезает. Остаются те из них, которые сохра-
няют новые границы упакованных блочных
элементов. С учетом сказанного, отбрасывая
ненужные члены, имеем

𝜔1 + 𝜔2 =

[︂
𝛼2

𝛼21+
− 1

]︂
⟨𝑄1+(𝛼1)⟩+

+

[︂
𝛼2

𝛼21+
− 1

]︂
⟨𝑄1−(𝛼1)⟩ =

=

[︂
𝛼2

𝛼21+
− 1

]︂
⟨𝑄1+(𝛼1) +𝑄1−(𝛼1)⟩ =

=
𝛼2 − 𝛼21+

𝛼21+
𝑄1(𝛼1).

Как и в предыдущей задаче, этот результат
совпадает с решением задачи для полупро-
странства при условии Неймана на границе,
что тривиально получается тем же методом.

Вывод

Таким образом, показано, что найденные
свойства блочных элементов, построенных
для уравнений Гельмгольца во взятых неклас-
сических областях сохраняются независимо
от типа граничных условий.
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