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Ряд смешанных задач механики сплошных сред и математической физики сводятся к решению систем
интегральных уравнений, ядра которых имеют сингулярные или логарифмические особенности. В
том случае, когда рассматривается слоистая среда, ядра интегральных уравнений зависят от разности
аргументов. К числу подобных систем интегральных уравнений относятся уравнения Винера-Хопфа.
В работе развивается подход к исследованию подобных систем интегральных уравнений, в основе
которого лежит метод, разработанный для случая системы, состоящей из двух уравнений. При
исследовании ряда аналогичных задач для систем конечного числа интегральных уравнений, бывает
достаточным представление общего вида каждой компоненты решения. В работе дается в общем виде
представление решения такой системы интегральных уравнений. Оно может служить целям изучения
видов концентрации напряжений на краях области его исследования.
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A number of mixed problems of continuum mechanics and mathematical physics are reduced to solving
systems of integral equations, whose kernels have singular or logarithmic features. In the case when a
layered medium is considered, the kernels of integral equations depend on the difference of arguments.
Such systems of integral equations include the Wiener-Hopf equations. The paper develops a method for
studying such systems of integral equations, which is based on a method developed for the case of a system
consisting of two equations. When studying a number of similar problems for systems of integral equations
of finite number, it is sufficient to represent the general form of each component of the solution. A general
representation of the solution of such a system of integral equations is given. It can serve the purposes of
studying the types of stress concentration at the edges of its research area.
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Введение

Системы интегральных уравнений Винера–Хопфа играют важную роль в самых разных
областях практики. Так, эти уравнения возникают в проблемах прочности и разрушения [1],
распространения волн в упругих телах [2], акустике [3], неразрушающих методах контроля [4],
теории рассеивания электромагнитных волн и создании элементной базы электроники [5],
теории волн в жидкости [6], геофизике [7], и в других областях. В работе развивается подход
к исследованию подобных систем интегральных уравнений, в основе которого лежит метод,
разработанный для случая системы, состоящей из двух уравнений [8]. Дается в общем виде
представление решения такой системы интегральных уравнений.

1. Постановка задачи

Рассматривается система одномерных интегральных уравнений Винера–Хопфа следующего
вида

∞∫
0

k(x− ξ)q(ξ)dξ = f(x), 0 ⩽ x < ∞, q = {q1, q2, . . . , qN} ,

k(x) =
1

2π

∫
Γ

K(α)e−iαxdα, K(α) =

∥∥∥∥∥∥∥
K11(α) K12(α) . . . K1N (α)

...
...

...
...

KN1(α) KN2(α) . . . KNN (α)

∥∥∥∥∥∥∥ ,
f = {f1, f2, . . . , fN} .

(1.1)

Будем считать, что элементы Kmp(α), m, p = 1, 2, . . . , N , матрицы-функции K(α) являются в
общем случае мероморфными функциями переменного α. Мероморфные функции Kmp(α) и
определитель detK(α) имеют следующее представление и асимптотическое поведение [9]:

Kmp(α) = D−1(α)Cmp(α),

detK(α) = D−N (α)∆(α), ∆(α) = det ∥Cmp(α)∥ ,

Kmp(α) = Tmp |α|−1
(1 +O(α−1)), m = p, Kmp(α) = Tmpα

−1(1 +O(α−1)),

m ̸= p, |α| ≫ 1, p = 1, 2, . . . , N.

Исследование и решение задачи включает два шага. Во-первых, в системе интегральных
уравнений, благодаря наличию мероморфной матрицы-функции (1.1), выявляется система
дифференциальных уравнений, исследование и построение общего решения которой про-
водится с применением метода [10] исследуется и строится ее общее решение. Во-вторых,
используется аппарат факторизации для сведения системы интегральных уравнений к беско-
нечным системам линейных алгебраических уравнений, которую удалось решить точно.

Детали исследования повторяют примененный в [8] подход для случая системы двух
уравнений, поэтому в настоящей статье не повторяются.

Решение системы интегральных уравнений в векторной форме имеет вид

Qη(x) = K−1(η)A(η)e−iηx +K−1(η)Y(x),

Y(x) =

{ ∞∑
m=1

ypmeizmpx

}
, K−1(η) = ∥gps∥ .
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В координатной форме решение имеет представление

qpη(x) = Bp(η)e
−iηx +

N∑
s=1

∞∑
m=1

gpsysmeizmsx, Bp(η) =

N∑
s=1

gpsAp(η). (1.2)

Все, входящие в представление решения параметры, определяются применением подходов
работ [8, 10]. Представленное решение (1.2) может служить целям изучения особенностей
поведения каждой компоненты qpη(x), p = 1, 2, . . . , N при x → 0.

Вывод

Таким образом, метод, разработанный применительно к системе двух уравнений Винера–
Хопфа [8], оказался доступным для построения точного решения для системы произвольного
конечного числа уравнений.

Построенное решение позволяет выявить его общий вид и возможность применения в
смешанных задачах.

Решению этой проблемы способствовал новый универсальный метод моделирования, позво-
ляющий более просто исследовать и решать не только граничные задачи для дифференциаль-
ных уравнений, но и системы интегральных уравнений Винера–Хопфа, имеющих в качестве
преобразований Фурье ядер интегральных уравнений мероморфные функции. Благодаря
этому результату оказывается возможным исследовать решения смешанных задач также в
средах сложных реологий. Одновременно в статье впервые приводится представление точных
векторных решений произвольных систем интегральных уравнений Винера–Хопфа с меро-
морфной матрицей-функцией, что дает возможность принимать высокоточные управленческие
решения по излучению волн в многокомпонентных материалах.
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