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Применение факторизационных методов является удобным математическим средством для исследо-
вания и решения смешанных задач. Наиболее широкое применение они нашли в смешанных задачах,
сводящихся к уравнениям Винера–Хопфа. Последние чаще всего встречаются в тех случаях, когда
изучаются смешанные задачи для слоистой среды, а также полупространства. Однако возможность
использования факторизационных методов гораздо шире, если отказаться от поиска только уравнений
Винера–Хопфа. С этим приходится сталкиваться, если сосредоточиться на поиске факторизационных
свойств в иных типах интегральных или функциональных уравнений, возникающих при решении
смешанных задач. Такие уравнения встречаются при рассмотрении смешанных задач, поставленных на
топологических многообразиях — цилиндрах, конусах, сферах, шарах клиньях и на других подобных
областях и т.д. В работе обсуждаются методы исследования и решения подобных уравнений с учетом
последних результатов в области граничных задач.
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The use of factorization methods is a convenient mathematical tool for the study and solution of mixed
problems. They are most widely used in mixed problems, which are reduced to Wiener-Hopf equations. The
latter are most often found in cases where mixed problems are studied for a layered environment, as well as
half-spaces. However, the possibility of using factorization methods is much wider if we abandon the search
only for Wiener-Hapf equations. We have to face this if we focus on finding factorization properties in other
types of integral or functional equations that arise when solving mixed problems. Such equations occur
when considering mixed problems posed on topological manifolds – cylinders, cones, spheres, balls, wedges
and other similar areas. The paper discusses methods for investigating and solving such equations, taking
into account the latest results in the field of boundary value problems.
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Введение

Исследованию смешанных граничных задач механики деформируемого твердого тела,
гидромеханики, математической физики посвящено большое число работ [1–22]. Здесь, в основ-
ном, указаны те работы, которые связаны с постановкой смешанных задач в неклассических
областях, в отличие от классического полупространства.

Более сложные интегральные уравнения, чем традиционные уравнения Винера–Хопфа,
возникают также на границе многослойной среды, если задаются области смены граничных
условий с усложненными границами [3–19]. В качестве границ этих областей могут рассматри-
ваться не только прямые, но и полосы, окружности, эллипсы, клинья, границы полуполос,
прямоугольников и др. В работе обсуждаются методы исследования и решения подобных
уравнений с учетом последних результатов в области граничных задач.

Важно заметить, что ранее рассматривавшиеся смешанные задачи для уравнений Гельм-
гольца, теперь, благодаря новому универсальному методу моделирования, они попадают в
число решаемых для смешанных векторных граничных задач [23]. Ниже приводятся примеры
интегральных уравнений для некоторых из указанных смешанных граничных задач.

1. Постановка задачи

Ряд смешанных задач механики сплошной среды и математической физики, рассматривае-
мые как на слоистой среде, так и на цилиндрах и шарах, сводятся к решению интегральных
уравнений следующего вида

b2∫
b1

k(x, ξ)q(ξ)dξ = f(x),

k(x, ξ) =

∞∑
r=1

sr

(
ϕ(x, γr)θ(ξ, γr), x > ξ

ϕ(ξ, γr)θ(x, γr), x < ξ

)
.

(1.1)

Входящие в представление ядра постоянные связаны с символом ядра, имеющим вид

K(u) =

∞∑
r=1

sr(u
2 − γ2

r )
−1, sr =

{[
K−1(γr)

]′}−1

4πγr.

Функция K(u) является мероморфной, как правило, четной, имеющей нули zn и полюса γr,
обладающие асимптотическим поведением

zn = in[1 + o(1.1)], n → ∞; γr = ir[1 + o(1.1)], r → ∞.

Здесь функции ϕ(x, γr), θ(ξ, γr) являются линейно независимыми решениями однородного
дифференциального уравнения Гельмгольца вида

Lλy ≡ yxx + α(x)yx +
[
s(x) + λ2β(x)

]
y = 0. (1.2)

Эти независимые решения, или собственные функции оператора Lλ, в связи с имеющимся
произволом, подбираются таким образом, чтобы выполнялись свойства

ϕ(x, λr) = θ(x, λr) = 1, λr = ir
[
1 +O(r−ε)

]
, ε > 0,
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ϕx(x, λ) = iϕ(x, λ)
[
1 +O(λ−ε)

]
, θx(x, λ) = −iθ(x, λ)

[
1 +O(λ−ε)

]
, Imλ ≫ 1.

Возможности их подбора с указанными свойствами описаны в [3]. Ниже приводятся некоторые
примеры собственных функций, формирующих ядра в (1.1) со следующими свойствами:

1) α = s = 0, β = 1,
ϕ(x, λ) = eiλ(x−b1), θ(x, λ) = eiλ(b2−x);

2) α = x−1, s = −nx−1, β = 1,
ϕ(x, λ) = Kn(−iλx)K−1

n (−iλb1), θ(x, λ) = In(−iλx)I−1
n (−iλb2);

3) α = x−1, s = ν = const, β = −x−2,
ϕ(x, λ) = Kiλ(−iνx)K−1

iλ (−iνb1), θ(x, λ) = Iiλ(−iνx)I−1
iλ (−iνb2);

4) α = − cthx, s = µsh−2x, β = 1,
ϕ(x, λ) = Qµ

−0,5+iλ(chx)/Q
µ
−0,5+iλ(ch a), θ(x, λ) = Pµ

−0,5+iλ(chx)/P
µ
−0,5+iλ(ch b);

5) α = ctg x, s = ν(ν − 1), β = − sin2 x,
ϕ(x, λ) = P−iλ

ν−1(cosx)/P
−iλ
ν−1(cos b1), θ(x, λ) = P−iλ

ν−1(cosx)/P
−iλ
ν−1(cos b2).

Здесь Kn(x) — функция Макдональда, In(x) — функция Инфельда, Pµ
n (x) — шаровая

функция, Qµ
n(x) — модифицированная шаровая функция.

В связи с разработкой нового универсального метода моделирования. позволяющего пред-
ставлять решения векторных граничных задач разложенными по решениям граничных задач
для уравнения Гельмгольца решение уравнений типа (1.1) приобрело новое значение в прило-
жениях [23].

Наличие свойств собственных функций оператора Гельмгольца (1.2) в разных криволиней-
ных координатах приводит к интегральным преобразованиям, дискретным, в форме рядов,
или непрерывным, в форме интегралов.

В частности, имеет место интегральное преобразование [23]

f(x) =

∞∫
−∞

F (λ)θ(x, λ)R(λ)dη(λ), F (λ) =

b2∫
b1

R(λ)θ(ξ, λ)f(ξ)σ2dξ, (1.3)

Здесь вместо θ(x, λ) может стоять ϕ(x, λ) или их комбинация.
В работе [3] предложен метод исследования интегральных уравнений (1.1) путем поиска

общего вида решений интегральных уравнений и последующего сведения их к бесконечным
системам линейных алгебраических уравнений. Для этого, принимаем функцию f(x) в форме
(1.3) и отыскиваем решение в виде

q(x) = w(x) +

∞∑
n=1

[Xnϕ(x, γr) + Ynθ(ξ, γr)] (1.4)

Внеся соотношение (1.4) в (1.1) и используя соотношения интегрирования собственных функ-
ций одного и того же дифференциального оператора [3] после преобразований и приравнивания
левых и правых частей уравнений, получим соотношения в форме бесконечных систем линей-
ных алгебраических уравнений. После ряда преобразований приходим к бесконечной системе
линейных алгебраических уравнений представимых в форме

(A+B)X = F, A = ∥arn∥ , B = ∥brn∥ ,
arn = (γr − zn)

−1, brn = O(γ−1
r z−1

n , z−2
n , γ−2

r ), F = {fr} .
(1.5)

Элементы бесконечной матрицы B в (1.5) имеют на порядок более быстрое убывание, чем
бесконечной матрицы A. Таким образом, для приближенного решения интегрального урав-
нения достаточно ограничиться матрицей A. Значения w и fr в (1.4) и (1.5) получаются в
результате использования представления (1.3).

47 Ecological Bulletin of Research Centers of the Black Sea Economic Cooperation, 2022, vol. 19, no. 1, pp. 45–49



Бабешко О.М. и др. О факторизационных методах в смешанных задачах в усложненных областях

Уравнение (1.5) можно свести к уравнению второго рода, подействовав оператором A−1.
Тогда будем иметь

X+A−1BX = A−1F.

Элементы обратной бесконечной матрицы строятся в результате решения методом факториза-
ции интегрального уравнения Винера–Хопфа [3,4, 14]. Обратная матрица имеет вид

A−1 = ∥τgr∥ , τgr =
1

K ′
+(−zg)(γr − zg)

[
K−1

+ (−γr)
]′ .

Благодаря более быстрому убыванию элементов оператора B (1.5) достаточно просто доказы-
вается, что оператор A−1B является вполне непрерывным [3,4].

В каждом конкретном случае требуется исследование нормы оператора A−1B, которая
при некоторых значениях параметров, входящих в (1.5), может оказываться меньше еди-
ницы. В этом случае можно получить точное решение интегрального уравнения методом
последовательных приближений.

Вывод

Таким образом, показано, что интегральные уравнения смешанных граничных задач,
поставленные на топологических многообразиях, также доступны для исследования и решения
факторизационными методами. Построенные решения скалярных смешанных граничных задач
с применением уравнений Гельмгольца с помощью универсального метода моделирования
могут быть перенесены на векторные граничные задачи [23].
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