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Аннотация. В работе рассматривается упрощенная трехмерная математическая модель ветровых
течений в водоеме, полученная в результате анализа модели, основанной на системе полных нелинейных
уравнений гидротермодинамики, записанных в традиционных приближениях. Найдено аналитическое
решение для интегральных составляющих горизонтальных компонент скорости нестационарной модели
ветровых течений. В данной работе компоненты касательного напряжения трения ветра задаются по
специальному закону, позволяющему описать сложные ветровые ситуации, а аналитическое решение
получено для нестационарной задачи.
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В данной работе рассматривается упрощенная трехмерная математическая модель ветровых
течений в водоеме, полученная в результате анализа модели, основанной на системе полных
нелинейных уравнений гидротермодинамики, записанных в традиционных приближениях [1].
Анализ проведен на основе процедуры обезразмеривания модели с последующем исключении
из системы уравнений членов, описывающих адвекцию и горизонтальную диффузию. Допол-
нительные ограничения состоят в рассмотрении задачи в прямоугольной области и задании
компонент касательного напряжения трения ветра по специальному закону, позволяющему
описать сложные ветровые ситуации. В рамках вышеуказанных ограничений найдено аналити-
ческое решение для интегральных составляющих горизонтальных компонент скорости модели
ветровых течений [2–4]. Отметим, что принятые ограничения являются достаточно мягкими и
позволяют сохранить в модели наиболее важные свойства моделируемых объектов. Это дает
возможность при выборе основных параметров в модели, отражающих специфику водоема,
получить некоторые свойства течений в этом водоеме «в первом приближении». Подобные
задачи ранее реализованы в [5,6] при помощи метода обращения динамического оператора
при тестировании используемых разностных схем специального вида для вычисления полей
скорости, а в работах [7–10] исследуется модель с переменными скоростями в трехмерном
пространстве, что позволяет анализировать точность вычисления не только ее горизонтальных
компонент, но и вертикальной составляющей. В данной работе компоненты касательного
напряжения трения ветра задаются по специальному закону, позволяющему описать сложные
ветровые ситуации, а аналитическое решение получено для нестационарной задачи.

1. Задача в безразмерном виде

Будем считать, что поверхность (зеркало) рассматриваемого водоема в плоскости xOy
имеет форму прямоугольника

Ω0 = [0, r]× [0, q] ,

глубина его H > 0 — постоянна. Оси декартовой системы координат направлены следующим
образом: Ox — на восток, Oy — на север, Oz — вертикально вниз. В трехмерной области

Ω = {(x, y, z) | (x, y) ∈ Ω0, 0 ⩽ z ⩽ H}

рассмотрим следующую модель ветровых течений:

∂u

∂t
− ℓv = −∂P s

∂x
+

∂

∂z

(
k
∂u

∂z

)
,

∂v

∂t
+ ℓu = −∂P s

∂y
+

∂

∂z

(
k
∂v

∂z

)
,

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= 0,

(1.1)

t > 0, (x, y, z) ∈
0

Ω,

— с краевыми условиями{
z = 0, (x, y) ∈

0

Ω0

}
: k

∂u

∂z
= −τx, k

∂v

∂z
= −τy, w = 0; (1.2){

z = H, (x, y) ∈
0

Ω0

}
: k

∂u

∂z
= −τ bx, k

∂v

∂z
= −τ by , w = 0; (1.3)

{0 ⩽ z ⩽ H, (x, y) ∈ ∂Ω0} : Unx + V ny = 0. (1.4)

В (1.4) используются интегральные скорости

U(x, y) =

H∫
0

u(x, y, z)dz, V (x, y) =

H∫
0

v(x, y, z)dz,
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а в (1.3) принимается следующий вариант параметризации придонного трения:

τ bx = µU, τ by = µV, µ ≡ const > 0. (1.5)

Пусть в соответствии с [2–4]
ℓ = ℓ0 + βy, k ≡ const. (1.6)

Компоненты ветрового воздействия зададим в следующем виде:{
τx = [F1 cos(rlx) + F2 sin(rlx)] cos(qmy),

τy = [G1 cos(rsx) +G2 sin(rsx)] sin(qpy).
(1.7)

Здесь приняты обозначения:

rl =
πl

r
; rs =

πs

r
; qm =

πm

q
; qp =

πp

q
;

l, s = 0, 1, 2, . . . ; m, p = 1, 2, . . . .

Таким образом, модель ветра содержит четыре вещественных (F1, F2, G1, G2) и четыре целых
(l, m, s, p) числовых параметра, выбор которых дает возможность описать достаточно общую
ветровую ситуацию. Например, при F1 = Fq

π , F2 = G1 = G2 = 0, l = 0, m = 1 имеем

τx =
Fq

π
cos

(
πy

q

)
, τy = 0, (1.8)

а при

F1 =
Fq

π
, F2 = 0, G1 = −Fq

π
, G2 = 0, l = 0, m = 1 (1.9)

имеем циклон над акваторией.

2. Аналитическое решение

В работе [11] получено аналитическое решение для уравнения функции тока в стационарном
случае. Основные формулы для стационарной модели имеют вид

Ψ(x, y) = Ψ1(x, y) + Ψ2(x, y),

где
Ψ1(x, y) =

[
C1e

Ax + C2e
Bx +D1 cos(rlx) +D2 sin(rlx)

]
sin (qmy) ,

D1 =
µ(r2l + q2m)F1 + βrlF2

µ2(r2l + q2m)2 + β2r2l
qm, D2 =

µ(r2l + q2m)F2 − βrlF1

µ2(r2l + q2m)2 + β2r2l
qm,

C1 = D1
eBr − (−1)l

eAr − eBr
, C2 = D1

(−1)l − eAr

eAr − eBr
,

A = − β

2µ
+

√(
β

2µ

)2

+ (qm)
2
, B = − β

2µ
−

√(
β

2µ

)2

+ (qm)
2
.

Аналогично для второй составляющей решения имеем

Ψ2(x, y) =
[
C̄1e

Āx + C̄2e
B̄x + D̄1 cos(rsx) + D̄2 sin(rsx)

]
sin(qpy),

D̄1 =
βrsG1 − µ(r2s + q2p)G2

µ2(r2s + q2p)
2 + β2r2s

rs, D̄2 =
µ(r2s + q2p)G1 + βrsG2

µ2(r2s + q2p)
2 + β2r2s

rs,

C̄1 = D̄1
eB̄r − (−1)s

eĀr − eB̄r
, C̄2 = D̄1

(−1)s − eĀr

eĀr − eB̄r
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Ā = − β

2µ
+

√(
β

2µ

)2

+ (qp)
2
, B̄ = − β

2µ
−

√(
β

2µ

)2

+ (qp)
2
.

Интегральные составляющие вектора горизонтальной скорости можно определить дифферен-
цированием, по формулам

U =
∂Ψ

∂y
, V = −∂Ψ

∂x
.

В итоге получим

U (x, y) =
∂

∂y
[Ψ1(x, y) + Ψ2(x, y)] = qm

[
C1e

Ax + C2e
Bx +D1 cos(rlx) +D2 sin(rlx)

]
cos (qmy)+

+ qp

[
C̄1e

Āx + C̄2e
B̄x + D̄1 cos(rsx) + D̄2 sin(rsx)

]
cos(qpy); (2.1)

V (x, y) = − ∂

∂x
[Ψ1(x, y) + Ψ2(x, y)] =

= −
[
AC1e

Ax +BC2e
Bx − rlD1 sin(rlx) + rlD2 cos(rlx)

]
sin (qmy)−

−
[
ĀC̄1e

Āx + B̄C̄2e
B̄x − rsD̄1 sin(rsx) + rsD̄2 cos(rsx)

]
sin(qpy). (2.2)

3. Эволюционная модель

Рассмотрим задачу (1.1)–(1.4) в полном объеме, не предполагая ее стационарности. Задача
для интегральных скоростей, как и ранее, получается, если уравнения системы (1.1) проинте-
грировать по z от 0 до H, учитывая краевые условия (1.2), (1.3), (1.6), а затем перекрестным
дифференцированием исключить давление P s

(
∂

∂t
+ µ

)(
∂U

∂y
− ∂V

∂x

)
− ∂ (ℓV )

∂y
− ∂ (ℓU)

∂x
=

∂τx
∂y

− ∂τy
∂x

, (x, y) ∈
0

Ω0, t > 0;

∂U

∂x
+

∂V

∂y
= 0, (x, y) ∈

0

Ω0, t > 0;

Unx + V ny = 0, (x, y) ∈ ∂Ω0, t > 0.

(3.1)

В (3.1) и далее отсутствуют начальные условия, поскольку наша цель — найти широкий класс
решений задачи, а начальные условия будут определятся выбором нужного решения. Как и
ранее, введем функцию тока Φ(x, y, t) по формулам (обозначения изменены, чтобы учесть
стационарный случай)

U =
∂Φ

∂y
, V = −∂Φ

∂x
. (3.2)

Подставив эти величины в первое уравнение из (3.1), получим
(

∂

∂t
+ µ

)(
∂2Φ

∂x2
+

∂2Φ

∂y2

)
+ β

∂Φ

∂x
=

∂τx
∂y

− ∂τy
∂x

, (x, y) ∈
0

Ω0, t > 0;

Φ = 0, (x, y) ∈ ∂Ω0, t > 0.

(3.3)

Решения задачи (3.3) будем искать в виде

Φ(x, y, t) = Ψ(x, y) + Φ0(x, y, t),

где Ψ(x, y) — решение стационарной неоднородной задачиµ

(
∂2Ψ

∂x2
+

∂2Ψ

∂y2

)
+ β

∂Ψ

∂x
=

∂τx
∂y

− ∂τy
∂x

, (x, y) ∈
0

Ω0;

Ψ = 0, (x, y) ∈ ∂Ω0;

(3.4)
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а Φ0(x, y, t) — решение нестационарной однородной задачи
(

∂

∂t
+ µ

)(
∂2Φ0

∂x2
+

∂2Φ0

∂y2

)
+ β

∂Φ0

∂x
= 0, (x, y) ∈

0

Ω0, t > 0;

Φ0 = 0, (x, y) ∈ ∂Ω0, t > 0.

(3.5)

Решение стационарной задачи представлено в предыдущем разделе. Решение задачи (3.5)
будем искать в виде

Φ0(x, y, t) = φ(x, y)θ(t). (3.6)

Подставим (3.6) в уравнение (3.5) и разделим переменные{
θ′ (t) = (βρ− µ) θ (t) , t > 0;

θ(0) = θ0.
(3.7)

ρ

(
∂2φ

∂x2
+

∂2φ

∂y2

)
+

∂φ

∂x
= 0, (x, y) ∈

0

Ω0;

φ(x, y) = 0, (x, y) ∈ ∂Ω0.

(3.8)

В (3.7) и (3.8) ρ — параметр метода разделения переменных, вообще говоря, комплекснозначный.
Наша цель — найти нетривиальные решения задач (3.7) и (3.8), а также соответствующие
значения параметра ρ, при которых эти решения существуют. Из (3.7) получаем

θ(t) = θ0e
(βρ−µ)t, t > 0. (3.9)

Решение задачи (3.8) будем искать в виде

φ(x, y) = X (x)Y (y) . (3.10)

Подставим (3.10) в уравнение (3.8) и разделим переменные{
Y ′′ (y) + σY (y) = 0, 0 < y < q;

Y (0) = Y (q) = 0.
(3.11)

X ′′(x) +
1

ρ
X ′(x)− σX(x) = 0, 0 < x < r,

X(0) = X(r) = 0.

(3.12)

Решение спектральной задачи (3.11) имеет вид

Y (y) = С sin (qny) , σ = q2n, qn = πn/q, n = 1, 2, . . . . (3.13)

Рассмотрим спектральную задачу (3.12). Определим функцию X (x) и соответствующий
спектральный параметр ρ. Пусть λ1, λ2 — корни характеристического уравнения

λ2 +
1

ρ
λ− σ = 0, (3.14)

тогда X (x) может быть найдена в виде

X(x) = Seλ1x + Peλ2x. (3.15)

Удовлетворяя краевым условиям из (3.12), приходим к выводу

P = −S, Reλ1 = Reλ2, Imλ1 − Imλ2 = 2rk, rk = πk/r

(k = 1, 2, . . .) .
(3.16)
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Из (3.14) и теоремы Виета следует {
λ1 + λ2 = −1/ρ,

λ1λ2 = −q2n.
(3.17)

Второе из соотношений (3.17) приводит к уравнениям{
Reλ1 Reλ2 − Imλ1 Imλ2 = −q2n,

Reλ1 Imλ2 + Imλ1 Reλ2 = 0.
(3.18)

Далее второе из соотношений (3.16) и (3.18) дает{
Imλ1 Imλ2 = q2n +Re2 λ1,

Reλ1 (Imλ2 + Imλ1) = 0.
(3.19)

Вариант Reλ1 ̸= 0 невозможен, так как приводит к противоречию: − Im2 λ1 = q2n +Re2 λ1, что
следует из (3.19). Таким образом, доказано, что Reλ1 = Reλ2 = 0, и из соотношений (3.16) и
(3.19) получаем {

Imλ1 − Imλ2 = 2rk,

Imλ1 Imλ2 = q2n.

Из последних уравнений и первого соотношения (3.17) получаем две пары параметров

Imλ1 = αn
k + rk, Imλ2 = αn

k − rk, ρ = i/2αn
k , αn

k =
√
r2k + q2n; (3.20)

Imλ1 = rm − αn
m, Imλ2 = −rm − αn

m, ρ = −i/2αn
m, αn

m =
√

r2m + q2n. (3.21)

Сопоставляя (3.6), (3.9), (3.10), (3.13) и (3.15), находим решение задачи (3.5)

φ(x, y)θ(t) = sin (qny)S
(
eλ1x − eλ2x

)
e(βρ−µ)t. (3.22)

Функция (3.22), вообще говоря, комплекснозначная, нас же интересуют вещественные зна-
чения решения задачи (3.5). Очевидно, что такие решения мы сможем найти, рассматривая
вещественную или мнимую части функции (3.22)

Φ0(x, y, t) = Re [φ(x, y)θ(t)] = sin (qny) sin

(
Imλ1 − Imλ2

2
x

)
e−µt×

×
[
S1 sin

(
Imλ1 + Imλ2

2
x+ β Im ρt

)
+ S2 cos

(
Imλ1 + Imλ2

2
x+ β Im ρt

)]
. (3.23)

Последняя формула получена путем несложных преобразований, в ней S1, S2 — произвольные
вещественные числа. Рассмотрим вариант (3.20), из формулы (3.23) получим

Φ0(x, y, t) = sin (rkx) sin (qny) e
−µt

[
S1 sin

(
αn
kx+

βt

2αn
k

)
+ S2 cos

(
αn
kx+

βt

2αn
k

)]
. (3.24)

Рассматривая второй вариант выбора параметров (3.21), получаем

Φ0(x, y, t) = sin (rkx) sin (qny) e
−µt

[
−S1 sin

(
αn
kx+

βt

2αn
k

)
+ S2 cos

(
αn
kx+

βt

2αn
k

)]
. (3.25)

Это говорит о том, что при произвольных вещественных параметрах S1, S2 множества решений
(3.24) и (3.25) совпадают, поэтому ограничимся множеством решений вида (3.24). Если вместо
вещественной части функции (3.22) рассматривать ее мнимую часть, то также получим
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множество решений вида (3.24), это несложно проверить. Теперь можно выписать множество
решений задачи (3.3)

Φ(x, y, t) = Ψ(x, y) + Φ0(x, y, t) = Ψ(x, y)+

+ sin (rkx) sin (qny) e
−µt

[
S1 sin

(
αn
kx+

βt

2αn
k

)
+ S2 cos

(
αn
kx+

βt

2αn
k

)]
. (3.26)

Выбор конкретного решения из множества (3.26) определяется выбором параметров S1, S2, k,
n. В соответствии с (3.2) интегральные скорости находим по формулам

U(x, y, t) =
∂Ψ

∂y
+ qn sin(rkx) cos(qny)×

×
[
S1 sin

(
αn
kx+

βt

2αn
k

)
+ S2 cos

(
αn
kx+

βt

2αn
k

)]
e−µt, (3.27)

V (x, y, t) = −∂Ψ

∂x
− rk cos(rkx) sin(qny)×

×
[
S1 sin

(
αn
kx+

βt

2αn
k

)
+ S2 cos

(
αn
kx+

βt

2αn
k

)]
e−µt−

− αn
k sin(rkx) sin(qny)

[
S1 cos

(
αn
kx+

βt

2αn
k

)
− S2 sin

(
αn
kx+

βt

2αn
k

)]
e−µt. (3.28)

Напомним, что первые слагаемые в формулах (3.27) и (3.28) являются стационарными инте-
гральными скоростями, их значения вычисляются по формулам, найденным в предыдущем
разделе.

Заключение

Для нестационарной задачи ветровой циркуляции Экмановского типа получено аналитиче-
ское решение при переменном по пространству ветровом воздействии. Полученные решения
могут быть использованы в качестве эталонных для тестирования различных разностных
схем. Результаты могут быть использованы при построении численных моделей динамики
океана и различных водоемов.
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