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Аннотация. В статье рассматривается модель изоскоростного гидроакустического волновода с погло-
щающим дном. Численно решается дисперсионное уравнение, рассчитываются волновые числа. Для
определения критических частот мод используется условие излучения. Уточняется классификация
мод в волноводе с поглощением, согласно которой собственные моды подразделяются на диссипа-
тивные и захваченные. Вычисляется количество собственных мод в волноводе и их критические
частоты в зависимости от величины затухания в полупространстве. Показывается, что количество
собственных мод в волноводе с поглощающим дном увеличивается, а критическая частота моды
снижается. Обсуждается наблюдаемость диссипативных мод и целесообразность включения их в
полное волновое поле. Делается вывод, что снижение критической частоты мод важно при симуляции
импульсных звуковых полей, поскольку позволяет выявить важный компонент поля моды — головную
волну.
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Abstract. The article considers a model of an isovelocity hydroacoustic waveguide with an absorbing bottom.
The dispersion relation is solved numerically, the wave numbers are calculated. In the case of a bottom with
absorption, Snell’s law is not applicable, therefore, to determine the mode critical frequencies, the radiation
condition is used. The classification of modes in a waveguide with absorption is refined, according to which
eigenmodes are divided into dissipative and trapped modes. For eigenmodes, the radiation condition is
satisfied, but for dissipative modes, the grazing angle is greater than the critical grazing angle. The number
of eigenmodes in the waveguide and their critical frequencies are calculated depending on the attenuation
value in the half-space. It is shown that the number of eigenmodes in a waveguide with an absorbing
bottom increases, while the critical mode frequency decreases. The observability of dissipative modes and
the expediency of including them in the total wave field are discussed. It is concluded that the effect of
reducing the critical mode frequency is important in calculations in a wide frequency band, since it makes
it possible to adequately reproduce the head wave field.
Keywords: hydroacoustic waveguide, normal modes, dispersion relation, seabed, wave numbers, critical
frequency.
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Введение

В море звуковые волны распространяются в условиях гидроакустического волновода —
водного слоя, ограниченного сверху свободной поверхностью, снизу — морским дном. Ос-
новная модель волновода мелкого моря — «волновод Пекериса» предполагает водный слой
с постоянной по вертикали скоростью звука и дно в виде жидкого однородного безграничного
полупространства [1].

Достоинство волновода Пекериса как модели первого приближения – возможность аналити-
ческого представления звукового поля и отсутствие сопоставимого масштаба для абсолютной
глубины водного слоя, что дает возможность изменять его глубину от единиц до сотен длин
волн и перемещать частотный диапазон исследований в зависимости от целесообразности
в область единиц или тысяч герц. Однородное полупространство является осреднением слои-
стого дна вместе с внутренними градиентами акустических характеристик. По этим причинам
модель Пекериса и сейчас используется наиболее часто [2, 3].

1. Постановка задачи

Модель волновода Пекериса показана на рис. 1. Скорость звука в воде (среда «1») — c1,
дне «b» — cb, плотности — ρ1, ρb соответственно, причем c1 < cb, ρ1 < ρb. Затухание в
полупространстве задается тангенсом потерь βb.

Граничная задача для волновода с дном в виде полупространства, решенная К. Пекерисом [4]
более полувека назад, оказалась актуальной для теоретической гидроакустики и обсуждается
по сей день [5–8].

Пекерис пренебрегает затуханием в полупространстве, допускает существование предель-
ного угла скольжения χc = arccos(c1/cb), соответствующей этому углу критической частоты

fcSnell =
c1(l − 1/2)

2h
√
1− c21/c

2
b

для каждой моды с номером l, и рассматривает только вещественные

корни дисперсионного уравнения. Решение Пекериса задачи для акустического поля состоит

Рис. 1. Модель волновода Пекериса
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из суммы нормальных волн (дискретный спектр горизонтально-волновых чисел) плюс криво-
линейный интеграл по берегам разреза (сплошной спектр). Разрез Пекериса в комплексной
плоскости проходит параллельно мнимой оси [4]. Отметим, что примененный Пекерисом
способ проведения разреза не единственный. Подробный анализ преимуществ и недостатков
различных способов проведения разрезов приведен в работах [6,7] и здесь не воспроизводится.

Представляемая статья использует подход работы [6] и путем численного анализа диспер-
сионного уравнения решает задачу изучения и выявления особенностей нормальных волн
в волноводах мелкого моря с поглощением. Анализ носит общий характер и не зависит от
однородности или слоистости дна.

2. Условие излучения и дисперсионное уравнение

При учете затухания волновое число и скорость звука в полупространстве комплексны, закон
Снелля неприменим и критические частоты мод должны определяться иначе, исходя из условия
излучения [6]. В этом случае собственные моды для волновода с поглощающим дном можно
разделить на диссипативные и захваченные. Комплексные волновые числа, соответствующие
собственным модам, являются решениями дисперсионного уравнения, для них выполняется
условие излучения, однако для диссипативных мод угол скольжения эквивалентного луча
оказывается больше критического [6].

Если обозначить поле моды на нижней границе водного слоя как p1l(z = h), то поле
в полупространстве может быть записано в виде

pbl(z > h) = p1l(z = h) exp(−ibbl(z − h)), (2.1)

где bbl =
√
k2b − ξ2l — вертикальное волновое число моды в полупространстве, kb =

2πf

cb
(1−iβb) —

волновое число в полупространстве, ξl — горизонтальное волновое число моды. Из (2.1) видно,
что поле в дне будет убывать с глубиной, если Im(bbl) < 0. Это условие и является критерием
собственной моды волновода, основанном на условии излучения.

Дисперсионное уравнение 1+V exp(2ib1h) = 0 [9] для численного решения было приведено к
виду функции относительно вертикального волнового числа моды водного слоя b1l =

√
k21 − ξ2l :

−2hb1l + (2l − 1)π − i ln(V ) = 0 (2.2)

Уравнение (2.2) решалось методом секущих, коэффициент отражения V от дна рассчитыва-

ется по формуле V =
Zbl − Z1l

Zbl + Z1l
, где импеданс среды «1» Z1l = ωρ1/b1l, Zbl = ωρb/bbl — входной

импеданс полупространства, результирующая невязка задавалась < 10−8, область локализации
корней 0,5lπ/h и lπ/h. Вертикальное и горизонтальное волновые числа в полупространстве
были выражены через b1 с помощью формул

ξl = −
√
k21 − b21l, (2.3)

b1l =
√
k21 − ξ2l , (2.4)

bbl =
√
k2b − ξ2l . (2.5)

Отрицательный знак в формуле для горизонтального волнового числа и около мнимой
части волнового числа в полупространстве соответствуют выбору временного множителя
в виде exp(iωt) [6, 10].

Существуют и корни (2.2), для которых Im(bbl) > 0. Эти корни соответствуют несобственным
модам или «квазимодам» (вытекающие, leaky), число которых бесконечно [7, 9]. Условие
излучения для квазимод не выполняется, поле экспоненциально возрастает с глубиной. Полем
квазимод можно аппроксимировать интеграл по берегам разреза, т.е. часть полного поля, не
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а) б)

Рис. 2. Полюсы на комплексной плоскости горизонтально-волновых чисел; а) — панорама, б) —
увеличенный фрагмент

выражающуюся через нормальные волны. Изучению целесообразности включения в полное
поле квазимод посвящена статья [7].

Другой способ, позволяющий перевести квазимоды в обычные диссипативные и аппрокси-
мировать интеграл по берегам разреза — замыкание волновода абсолютно жесткой границей
снизу на достаточно большой глубине, такой, чтобы спадающее поле мод было уже пренебре-
жимо мало [8]. В этом случае поле с непрерывным спектром волновых чисел (интеграл по
берегам разреза) преобразуется в нормальные волны, число которых велико, но конечно.

3. Особенности нормальных волн

Для единообразия и удобства последующего анализа, как и в монографии [9], определим
параметрическую частоту k1hν, ν =

√
1− (c1/cb)2.

Дно без потерь. Согласно [9] при возрастании параметрической частоты k1hν первый
действительный корень дисперсионного уравнения (2.2) соответствует критической частоте,
определенной по закону Снелля, (k1hν)1 = π/2, при этом hb1l = π/2. Критические параметриче-
ские частоты последующих мод и вертикальные волновые числа образуют последовательность
(k1hν)cl = hb1l = (l − 1)π/2.

Рассмотрим отличия характеристик нормальных волн, возникающие вследствие поглощения
энергии в дне.

Полюса и разрезы. Возьмем реальный волновод мелкого моря — точку, где проводился
эксперимент SAX-99. Параметры следующие: h = 20 м, c1 = 1530 м/с, ρ1 = 1023 кг/м3,
ρb = 2048 кг/м3; cb = 1700 м/с, βb = 0,02 на частоте f = 1000 Гц — многомодовый; cb = 1670 м/с,
βb = 0,005 на частоте f = 250 Гц — маломодовый характер распространения [10,11].

На рис. 2 показан I-й квадрант комплексной плоскости горизонтально-волновых чисел
и вычисленные полюсы, соответствующие собственным модам в много- и маломодовом режиме.
Формальный знак перед (2.3) отброшен и полюсы перемещены в привычный I-й квадрант.

Крестами отмечены точки ветвления радикалов (2.4) и (2.5) ±k1 и ±k2, линиями — разрезы
Пекериса (П — разрезы). На увеличенном фрагменте (справа) пунктир — проекция точки
ветвления +k2 на вещественную ось. По вертикали — модальный коэффициент поглощения,
равный 8690 · Im(ξl), дБ/км.

В маломодовом режиме всего 3 захваченные моды, диссипативных нет. Соответствующие
полюсы расположены левее П-разреза, выходящего из точки +k1, и ниже разреза, выходящего
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из точки +k2. С ростом частоты в многомодовом режиме число полюсов стремительно возрас-
тает. На панораме рис. 2а — 65 мод, из них 12 захваченных и 53 диссипативных. Модальный
коэффициент поглощения для старших диссипативных мод достигает огромных значений —
многие тысячи дБ/км. Главная ветвь радикала (2.5) соответствует условию Re(ξ) = 0, а разрез,
идущий из точки +k2 направо, проходит по линии Re(ξ) = 0. В работе [7] такой вид разреза,
аналогичный П-разрезу, назван М-разрез, поскольку система Matlab автоматически выбирает
знак комплексного корня по этому правилу. Разрез из той же точки влево аналогичен разрезу
Юинга–Жардецки–Пресса (ЮЖП) [9] и проходит вдоль гиперболической линии, так что
диссипативные моды оказываются ниже, а квазимоды — выше линии разреза, и таким образом
исключаются из полного поля.

В работе [6] приведен следующий критерий возможности обнаружения моды в волноводе:
затухание моды на расстоянии равном десять водных глубин не должно превышать 10 дБ.
Эта граница — 50 дБ/км отмечена горизонтальной линией на рис. 2б. Видно, что практически
все диссипативные моды вряд ли могут быть обнаружены.

М. Букингем в работе [6] приводит следующую формулу для количества собственных мод
в зависимости от угла потерь:

lmax =

[
1− β2

b ctg
4(χc)

R4

]
2Rfh sin(χc)

c1
+

1

2
, (3.1)

где

R =

√√√√1 + β2
b ctg

2(χc)

{
1 +

(
2πfh

c2 arcth(ρ1/ρ2)

)2
}
.

Число захваченных мод определяется формулой

lmSnell =
2fh

c1
sin(χc) +

1

2
. (3.2)

Вычисления по формулам (3.1), (3.2) дают для многомодового характера распространения
lmax = 65, lmSnell = 12 мод; для маломодового lmax = 3, lmSnell = 3, что в точности соответ-
ствует численным расчетам.

На рис. 3 показаны зависимости модального коэффициента поглощения и фазовой скорости
нормальной волны ul = ω/Re(ξl) в зависимости от угла скольжения для много- и маломодового
характера распространения.

Диапазон ограничен только модами с возможностью их обнаружения. На рисунке нанесе-
ны границы: критический угол скольжения (на рис. 2б немного разный для маломодового
и многомодового случая), минимальное (c1) и максимальное (cb) значение фазовых скоростей
захваченных мод. Хорошо видны все 12 и 3 захваченные моды. Для диссипативных мод угол
скольжения оказывается больше предельного, а фазовая скорость больше скорости звука в
полупространстве. Для высших диссипативных мод угол скольжения приближается к 90◦,
а фазовая скорость соответственно достигает огромных значений.

Критические частоты мод. Для вычисления критических частот мод в зависимости от
тангенса потерь целесообразно взять другие акустические характеристики нижней границы
волновода. Первый тип — песчаное дно со свойствами SAX-99: ρb = 2048 кг/м3; cb = 1700 м/с.
Второй тип — илистое дно: ρb = 1800 кг/м3; cb = 1600 м/с — лишь немного больше, чем в
воде [10,11].

Графики зависимости критической частоты для 10 мод от тангенса потерь в полупростран-
стве показаны на рис. 4.

По оси ординат отложены значения относительной критической частоты Ω, умноженной на
номер моды. Частота Ω здесь определена как отношение критической частоты fcl(βb), вычис-
ленной при решении дисперсионного уравнения (2.2), к критической частоте, определенной
из закона Снелля: Ω = fcl(βb)/fclSnell. Видно, что, чем больше номер моды и чем меньше
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а) б)

Рис. 3. а) Модальный коэффициент поглощения в зависимости от угла скольжения; б) фазовая
скорость мод в зависимости от угла скольжения

Рис. 4. Зависимость критической частоты нормальных волн от угла потерь в полупространстве.
Линии: сплошная — песчаное, пунктир — илистое дно

акустическая и объемная плотности грунта, тем значительнее проявление поглощения в полу-
пространстве. При βb ≈ 0,03 для илистого дна критическая частота 5-й моды уменьшается до
≈ 45 % и до 60 % для песчаного, от вычисленных из закона Снелля. Критическая частота
первой моды для любых грунтов изменяется незначительно.

Волновые числа мод. На рис. 5 показаны частотные зависимости действительных и мнимых
частей вертикальных волновых чисел полупространства и водного слоя. Как и в [9], по
горизонтали — параметр k1hν. Из рис. 5 а видно, как изменяется Im(bbl) при приближении
к критической частоте, где Im(bbl) =0.

Крестами отмечены критические частоты мод, вычисленные по закону Снелля. Вертикаль-
ная пунктирная линия отсекает диссипативную и захваченную части зависимости bbl(k1hν).

Разделив вещественные и мнимые части и записывая выражение (2.1) для поля в полупро-
странстве в виде

pbl(z) = p1l(z = h) exp(Im(bbl)(z − h) exp(−iRe((bbl)(z − h)) = |pbl(z)| exp(−i arg(pbl)),

можно видеть, что Im(bbl) имеет смысл «вертикального» показателя затухания, Re(bbl) —
вертикальной пространственной частоты моды.
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а) б)

Рис. 5. Частотные зависимости вертикальных волновых чисел: а) — в полупространстве,
б) — в водном слое; × — критическая частота определенная по закону Снелля

На рис. 5б — графики действительных и мнимых частей вертикальных волновых чисел
в водном слое. Из дисперсионного уравнения (2.2), представленного в форме

Vl = exp(−2h Im(b1l)) exp(i((2l − 1)π − 2hRe(b1l))) = |Vl| exp(i arg(Vl)),

видно, что Im(b1l) определяет модуль коэффициента отражения, а Re(b1l) — его фазу. Воз-
растание Im(b1l) приводит к уменьшению модуля коэффициента отражения и увеличению
утечки звуковой энергии в полупространство. На высоких частотах, где Im(b1l) → 0, |V | → 1,
а arg(Vl) → π(2l − 1)− 2π.

На критической частоте каждой моды величины hRe(b1l) образуют последовательность:
(2l − 1)π/2, что соответствует [9], но значение параметрической частоты k1hν оказывается
несколько меньше (2l − 1)π/2, характерных для волновода без поглощения.

Выводы

Показывается, что в мелководных волноводах собственные моды целесообразно подразде-
лять на захваченные и диссипативные. Для собственных мод выполняется условие излучения,
но для диссипативных угол скольжения эквивалентного луча оказывается больше предельно-
го. При расчетах звуковых полей на тональной частоте в случае многомодового характера
распространения подключение нефизичных квазимод полностью лишено смысла, поскольку об-
наружимыми являются считанные диссипативные моды, а для высших номеров коэффициент
поглощения достигает тысяч дБ/км. Случай маломодового характера распространения требу-
ет дополнительного исследования. Численным расчетом показано, что критическая частота
диссипативных мод оказывается ниже, чем определенная из закона Снелля, причем снижение
тем больше, чем выше номер моды. Эффект снижения критической частоты в большей степени
проявляется для слабоуплотненных морских осадков.

Снижение критической частоты мод совершенно несущественно при тональных расчетах
и, наоборот, принципиально важно при расчетах импульсных звуковых полей, поскольку
позволяет выявить важный атрибут поля моды — грунтовую или головную волну, когда
угол скольжения эквивалентного моде луча оказывается равен или больше предельного [12].
Если при вычислении акустического поля в широкой полосе нижней границей диапазона
взять критическую частоту Снелля, после обратного фурье-преобразования, т.е. перехода во
временную область, поле грунтовой волны воспроизводится неправильно, время ее вступления
запаздывает. В наибольшей степени этот эффект проявляется для высших мод и в случае
слоистого дна.
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